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▼✐❝❤❛❡❧ ❇r❛♥❝❛t♦

❆ t❤❡s✐s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝✉❧t② ♦❢
❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆♦rt❤ ❈❛r♦❧✐♥❛ ❛t ❈❤❛r❧♦tt❡

✐♥ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉❧✜❧❧♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
❢♦r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ▼❛st❡r ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ✐♥

▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣

❈❤❛r❧♦tt❡

✷✵✷✷

❆♣♣r♦✈❡❞ ❜②✿

❉r✳ ❆rt✉r ❲♦❧❡❦

❉r✳ ❙❝♦tt ❑❡❧❧②

❉r✳ ❙t✉❛rt ❙♠✐t❤
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▼■❈❍❆❊▲ ❇❘❆◆❈❆❚❖✳ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s s❡♥s✐♥❣ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s♣❛t✐❛❧ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤
♠✉❧t✐♣❧❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛❣❡♥ts✳ ✭❯♥❞❡r t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❉❘✳ ❆❘❚❯❘ ❲❖▲❊❑✮

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦❜✐❧❡ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ s✉r✈❡②

r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r

s❛♠♣❧✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ♦✛❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t

✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡rr♦r ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s

❢♦r ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t t❡❛♠ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ s❡♥s✐♥❣ ❝❛✲

♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥t✱ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ t❤r✉st ✈❡❤✐❝❧❡✱ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡

t❡❛♠✬s ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❜② tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡

s♣❛❝❡ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♣❧❛♥♥❡r✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ st❛t✐♦♥❛r②✱ ✐s♦tr♦♣✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞✳ ◆♦✐s②

❧♦❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❛r❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✜❡❧❞ ✉s✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss r❡❣r❡ss✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❦r✐❣✐♥❣✳ ❆

♠♦❞✐✜❡❞ ❦r✐❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs ✇❤✐❧❡ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❆ ❱♦r♦♥♦✐✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤✐❝❤ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ s♣❛❝❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❤✐❣❤✲✈❛❧✉❡

s❛♠♣❧✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥t✬s ♣❛t❤ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ✇❛②♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣♦s❡

❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ✇❤❡r❡ ✈✐rt✉❛❧ s♣r✐♥❣s ❛♥❞ ♠❛ss❡s ❝♦♥♥❡❝t s❡q✉❡♥✲

t✐❛❧ ✇❛②♣♦✐♥ts ❛♥❞ ♠❛ss ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s✳ ❇② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡❛❝❤ ✇❛②♣♦✐♥t ❛s

❛ ♣♦✐♥t ♠❛ss ✇✐t❤✐♥ t❤✐s s♣r✐♥❣✲♠❛ss✲❞❛♠♣❡r s②st❡♠✱ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞
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t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❛❣❡♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❛②♣♦✐♥t s❡t✳

◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣② ✇✐t❤ ♥♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡ tr❛✈❡rs❛❧

♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ ♠❛r❦❡❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲

❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞s ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡

❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✜❡❧❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ▲❛❦❡ ◆♦r♠❛♥✱

◆❈ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❝✉st♦♠ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s s✉r❢❛❝❡ ✈❡ss❡❧ ✭❆❙❱✮ ♠♦❜✐❧❡ s❡♥s✐♥❣

♣❧❛t❢♦r♠s t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✱ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡

❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❆❙❱s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳
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❆❈❑◆❖❲▲❊❉●▼❊◆❚❙

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❞❡❡♣❡st ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ♠② ❛❞✈✐s♦r✱ ❉r✳ ❆rt✉r ❲♦❧❡❦✱

❢♦r ❤✐s t✐♠❡✱ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❛❞✈✐❝❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✐♥❣ ❛♥❞

✇r✐t✐♥❣ ♠② t❤❡s✐s✳ ■ ❛♠ ❛❧s♦ ❞❡❡♣❧② ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ ♠② ❝♦♠♠✐tt❡❡ ♠❡♠❜❡rs✱ ❉r✳ ❙❝♦tt

❑❡❧❧② ❛♥❞ ❉r✳ ❙t✉❛rt ❙♠✐t❤✱ ❢♦r t❤❡✐r ✐♥s✐❣❤ts ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦

t❤❛♥❦ ♠② ♣❛r❡♥ts ✇❤♦ ♠❛❞❡ ♠② t✐♠❡ ✐♥ ❣r❛❞✉❛t❡ s❝❤♦♦❧ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ s♣❡❝✐❛❧

t❤❛♥❦ ②♦✉ t♦ ♠② ❣✐r❧❢r✐❡♥❞✱ ❇r❡♥♥❛ ❈❛❧❞❡r❛r❛✱ ❢♦r ❤❡r s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐s♠✱ ❡✈❡♥

✇❤❡♥ ■ ✇❛s ✐♥s✉✛❡r❛❜❧❡✳
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❋■●❯❘❊ ✺✳✼✿ ❈♦♠♣❧❡t❡ P❡❧✐❝❛♥ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ✺✼

❋■●❯❘❊ ✺✳✽✿ ❉❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❆❙❱ ❢♦r tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ st♦r❛❣❡✳ ✺✽

❋■●❯❘❊ ✺✳✾✿ ❆❙❱ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ❛♥❞ ❢r❛♠✐♥❣✳ ✺✾

❋■●❯❘❊ ✺✳✶✵✿ ❋✐♥❛❧ ❆❙❱ ❜✉✐❧❞ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ s❡♥s♦r ♣❛❝❦❛❣❡✳ ✻✵

❋■●❯❘❊ ✺✳✶✶✿ ❉❛t❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❡t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛✉t♦♥✲
♦♠② ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♠♣✉t❡rs✳

✻✹

❋■●❯❘❊ ✺✳✶✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r t✇♦ ❛❣❡♥t ♥❡t✇♦r❦✳ ✻✾

❋■●❯❘❊ ✺✳✶✸✿ ●r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s❡♥s♦r ♥❡t✲
✇♦r❦✳

✼✶

❋■●❯❘❊ ✺✳✶✹✿ ❲✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ t❡st✐♥❣ ♣❛t❤s✳ ✼✺

❋■●❯❘❊ ✺✳✶✺✿ ❙✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤ ♦✈❡r ❞✐st❛♥❝❡✳ ✼✻

❋■●❯❘❊ ✺✳✶✻✿ ▼✉❧t✐✲❛❣❡♥t t❡st✐♥❣ ♦♥ ❍❡❝❤❡♥❜❧❡✐❦♥❡r ▲❛❦❡✳ ✼✼

❋■●❯❘❊ ✺✳✶✼✿ ▼❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞ t❡st✐♥❣ ✇✐t❤ r❡♠♦t❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ✼✼

❋■●❯❘❊ ✺✳✶✽✿ P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ✼✽

❋■●❯❘❊ ✺✳✶✾✿ ❲❛②♣♦✐♥t ❝♦♥tr♦❧ t❡st✐♥❣ ♦♥ ❍❡❝❤❡♥❜❧❡✐❦♥❡r ▲❛❦❡ ✼✾

❋■●❯❘❊ ✻✳✶✿ ❲❛②♣♦✐♥t ❝♦♥tr♦❧ t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣ ♥❡❛r
t❤❡ ▲❛❦❡ ◆♦r♠❛♥ ❈♦♠♠✉♥✐t② ❙❛✐❧✐♥❣ ❈❡♥t❡r✳

✽✶

❋■●❯❘❊ ✻✳✷✿ ▲❛❦❡ ◆♦r♠❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠✳ ✽✷



①✐✐

❋■●❯❘❊ ✻✳✸✿ ❊st✐♠❛t❡ ♦❢ ❜❛t❤②♠❡tr② ❣✐✈❡♥ ❡❝❤♦s♦✉♥❞❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✉s✐♥❣ ❦r✐❣✐♥❣✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♦✉t❤✇❡st ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡
✇❤✐t❡ ❜♦① ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✳

✽✸

❋■●❯❘❊ ✻✳✹✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst tr✐❛❧✳ ✽✼

❋■●❯❘❊ ✻✳✺✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr✐❛❧✳ ✽✽

❋■●❯❘❊ ✻✳✻✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ t❤✐r❞ tr✐❛❧✳ ✽✾

❋■●❯❘❊ ✻✳✼✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ tr✐❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ✾✵

❋■●❯❘❊ ❆✳✶✿ ❈♦♥tr♦❧ ♣❛t❤s ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ✶✵✵

❋■●❯❘❊ ❆✳✷✿ ❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠❛♣ ♦❢ ▲❛❦❡ ◆♦r♠❛♥ ❬✺✶❪✳ ✶✵✵

❋■●❯❘❊ ❇✳✶✿ ❉❛t❛ ✢♦✇ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ❆❙❱ ♦♥❜♦❛r❞ s♦❢t✇❛r❡✳ ✶✵✶

❋■●❯❘❊ ❇✳✷✿ ❉❛t❛ ✢♦✇ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥✳ ✶✵✷

❋■●❯❘❊ ❇✳✸✿ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❆❙❱ ✇✐r✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✳ ✶✵✸



❈❍❆P❚❊❘ ✶✿ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

▼♦❜✐❧❡ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞✱ ❝♦st✲❡✛❡❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜❧❡ ♠❡❛♥s

❢♦r s♣❛t✐❛❧ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❡ ❬✶✱ ✷❪ ❛♥❞

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❬✸❪✳ P❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠❛①✐♠✐③❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥ ❞✉r✐♥❣ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t❛s❦s ❜② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❛t❤s ✇❤✐❧❡

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ s❡♥s✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧

♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ■♥ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❬✹✕✽❪ t❤❡ ❛✐♠ ✐s ❢♦r ❛

♠✉❧t✐✲r♦❜♦t s②st❡♠ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦✈❡r ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭❡✳❣✳✱

✉s✐♥❣ ❧❛✇♥♠♦✇❡r✲t②♣❡ ♣❛t❤s✮✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✭❆❙✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✾❪

✭❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❬✶✵❪✮ ❡♥❛❜❧❡ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢

❛ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦❝❡ss t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜s❡q✉❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦

♠❛①✐♠✐③❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥✳ ■♥ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ r♦❜♦ts ❛❞❥✉st t❤❡✐r

s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❛t❤s ❞✉r✐♥❣ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ♠♦r❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❡✛♦rt t♦ r❡❣✐♦♥s ♦❢

❣r❡❛t❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞✴♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

❆❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢t❡♥ ✉s❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✭●Ps✮ t♦ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t✐♥✲

✉♦✉s s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❆ ●P ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞

❜② ❛ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

❛ttr✐❜✉t❡s✳ ●P r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❦♥♦✇♥ ❛s ❦r✐❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❣❡♦s❝✐❡♥❝❡s ❬✶✶❪✮ ❡♥❛❜❧❡s ♦♣t✐♠❛❧

❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥ ✉♥s❛♠♣❧❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧✐♥❡❛r

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t✐♠❡✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ st❛♥❞❛r❞



✷

●P r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s O(N3) ❬✶✷✱ ❝❤✳✽❪ ✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s❀ t❤✉s✱ ✐t ✐s

♦♥❧② ♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ❢♦r

r♦❜♦t✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ♦♥❜♦❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

■♥ ✐ts ❜❛s✐❝ ❢♦r♠✱ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❛t✐❛❧ ✜❡❧❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❛❧ ♦❢ s❡♥s♦rs t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❋♦r st❛t✐❝ s❡♥s♦r

♥❡t✇♦r❦s✱ t❤✐s ❞✐s♣❡rs❛❧ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✜❡❧❞ ♦❢ st✉❞②✳ ❚❤❡ s❡♥s♦r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠

❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ▼✐①❡❞✲■♥t❡❣❡r ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭▼■▲P✮ ♣r♦❜❧❡♠s

♦✈❡r ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥t s❡ts ❬✶✸❪✱❬✶✹❪ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s❡♥s♦r ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❬✶✺❪✳

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ s❡♥s♦rs ❤❛✈❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♠♦✈❡♠❡♥t✱

❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♠ t♦ r❡❛❝❤ ❛ t❡r♠✐♥❛❧ r❡st✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❢r♦♠ t❤❡✐r st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✳

❚❤❡ ▼✐♥✐♠❛① ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❣❛♣s ✉s✐♥❣

t❤❡s❡ ♠♦❜✐❧❡ s❡♥s♦rs ❬✶✻❪✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s r❡❧② ♦♥ ✈✐rt✉❛❧ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧

✜❡❧❞s t♦ ❞r❛✇ ♦r r❡♣❡❧ s❡♥s♦rs t♦ ♦♣t✐♠❛❧ s❡♥s✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❬✶✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡

♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♦✤✐♥❡ ❛♥❞ r❡❧② ♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s❡♥s♦r ❧♦❝❛t✐♦♥s r❛t❤❡r

t❤❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡♥s❡❞ ✜❡❧❞✳

▼♦❜✐❧❡ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ❣✐✈❡♥ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛❞❛♣t✐✈❡❧②

❝♦♥✜❣✉r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s t♦ ❛♥ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤✐❝❤ t❤❡②

❛r❡ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❬✶✽❪✱❬✶✾❪ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦ t❤❛t ♦❢ st❛t✐❝ ♦r ♠♦st❧②✲

st❛t✐❝ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ❬✷✵❪✳ ❚❤❡s❡ ♥❡t✇♦r❦s ❝♦♥s✐st ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❣❡♥ts ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢

s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐♠✐t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r✳ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ♠♦✈❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t♦✇❛r❞s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❣♦❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t

♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞✳ ❘❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❤❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣

♣r♦❜❧❡♠s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ts t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ s♣❛❝❡ ❬✷✶✕
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✷✺❪✳ ■♥ ❬✷✶❪✱ ❛♥ ❘❘❚∗ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❡r♠❡❞ ▼❉▼■✲❘❘❚∗✱ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛

❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠♦❜✐❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❙✉r❢❛❝❡ ❱❡ss❡❧s ✭❆❙❱s✮ t♦✇❛r❞s t❤❡

❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ▼❉▼■✲❘❘❚∗ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r

❛❣❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s ♦r ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❙✐♥❣❤ ❡t✳ ❛❧✳ ❬✷✸❪ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡

♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✉t✐❧✐③❡s ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ❛ ♠❡tr✐❝ ❢♦r ❝♦✈❡r❛❣❡

♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ❚✐♠❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❛♥❞ s✉❜✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜✉t s❛♠♣❧✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

✜❡❧❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ■♥ ❬✷✷❪ ❛♥❞ ❬✷✺❪✱ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞

t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♣❛t❤s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

♦✈❡r t❤❡ ✜❡❧❞✳

❈♦✈❡r❛❣❡ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✭❈PP✮ ❬✹❪ ✐s t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ ❛♥

❛r❡❛ ♦r ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ■♥ t❤❡ ♣❛st✱ ❈PP ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡r❡ tr❡❛t❡❞ ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ t❤❡

st❛t✐❝ s❡♥s♦r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❛❧t❡r❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❜✐❧❡ s❡♥s♦r

✇♦✉❧❞ tr❡❛t t❤♦s❡ st❛t✐❝ s❡♥s♦r ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛s ✇❛②♣♦✐♥ts r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛❝t✉❛❧ s❡♥s♦rs

r❡s✐❞✐♥❣ t❤❡r❡✳ ❆s ✐ts ♥❛♠❡ s✉❣❣❡sts✱ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ t②♣✐❝❛❧❧② ❛ss✉♠❡s t❤❛t s✉✣❝✐❡♥t

t✐♠❡ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥

✜❡❧❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❤❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ❈PP ♣r♦❜❧❡♠s

✉s✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❧✐♠✐t❡❞ ❜❛tt❡r② ❧✐❢❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❬✺❪✱❬✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤

♦❢ t❤❡s❡ ✇♦r❦s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥ ❡❛s✐❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✏❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥✑ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦

❛❧❧♦✇ t❤❡ ❛❣❡♥t t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥ ❤♦r✐③♦♥s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❈PP

♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s❡♥s♦r ♣❧❛❝❡♠❡♥t

✐♥ ❬✼❪✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t tr❛✈❡rs❡s ❛ s❡t ♦❢ ✇❛②♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ t❤❡♠s❡❧✈❡s t❛❦❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡ ♦❢

st❛t✐❝ s❡♥s♦rs ✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞ ✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t t♦ r❡str✐❝t t❤❡
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♦✈❡r❛❧❧ s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✇❛②♣♦✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇♦r❦ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs

❛ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞ ✉s✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts r❛t❤❡r

t❤❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐t ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❛♥ ♦✤✐♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤✐s t❤❡s✐s s❡❡❦s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦✲

❣❡♥❡♦✉s ❛❣❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ s❡♥s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ♠♦❜✐❧❡

s❡♥s✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❇② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥

✐♥❢♦r♠❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♥♦✐s❡✲❝♦rr✉♣t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛

♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞②✲

♥❛♠✐❝s ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ s❡♥s✐♥❣ q✉❛❧✐t② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡

♣❛t❤s ♦✈❡r ✉♥❦♥♦✇♥ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞s✳

❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ✭✶✮ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss r❡❣r❡ss✐♦♥

❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❢✉s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ ❞❛t❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✱ ✭✷✮ ❛♥

❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✈❡❤✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ s❡♥s✲

✐♥❣ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ s❛♠♣❧✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡

❛♣♣r♦❛❝❤ t❤r♦✉❣❤ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t✇♦ ❛✉✲

t♦♥♦♠♦✉s s✉r❢❛❝❡ ✈❡ss❡❧s ✭❆❙❱s✮ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr② ♦❢ ❛ ❢r❡s❤✇❛t❡r ❧❛❦❡✳
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❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ❞❡s❝r✐❜❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ t❤❡ ❢♦✉♥✲

❞❛t✐♦♥ ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❆ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡

st❛t✐st✐❝❛❧ t♦♦❧s ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str✉❝ts ❣✉✐❞❡s t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞

❛s ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛ ❧♦✇❡r ❝❛s❡✱ ❜♦❧❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡✳❣✳✱ x✱ r❡♣r❡s❡♥ts ❛

✈❡❝t♦r ✇❤✐❧❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❝❛s❡✱ ❜♦❧❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡✳❣✳✱ X✱ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❛tr✐①✳

✷✳✶ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss❡s

●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❣✉❧❛r❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡s ❬✷✻✕✷✽❪✳ ❲✐t❤ ❢❡✇ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t

t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❜❡✐♥❣ ♠♦❞❡❧❡❞✱ t❤✐s st❛t✐st✐❝❛❧ t♦♦❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡

❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s t❤❛t ❛r❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ✜❡❧❞s✳

❚❤❡s❡ ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ ❛ ♣r♦✈❡♥ r❡❝♦r❞ ✐♥ ✜❡❧❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❡♦s❝✐❡♥❝❡s ✜❡❧❞

❤❛✈❡ ♠❛❞❡ t❤✐s t♦♦❧ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r r♦❜♦t✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡❞✐❝t

s♣❛t✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡ ❬✷✾❪✳

❆ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❥♦✐♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❬✸✵❪✳ ■❢ t❤❡ ✈❛r✐✲

❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❤❛✈❡ ❛ ❥♦✐♥t ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤✐s ✐s r❡❢❡rr❡❞

t♦ ❛s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ✭●P✮✳ ❆ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s

f (x) ∼ GP (µ (x) , k (x,x′)) , ✭✷✳✶✮



✻

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ f (x) ❢♦r x,x′ ∈ R
n ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛♥

❢✉♥❝t✐♦♥ µ (x) ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ k (x,x′) ✇❤❡r❡

µ (x) = E [f (x)]

k (x,x′) = E [(f (x)− µ (x)) (f (x′)− µ (x′))] ,

✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ E [·] ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❆ ✉s❡❢✉❧ s✉❜s❡t ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r st❛t✐♦♥❛r②

✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❬✶✷❪✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡str✐❝ts t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t♦ ❜❡ ③❡r♦ ❢♦r

❛❧❧ ♣♦✐♥ts✱ µ (x) = 0✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱

k(x,x+ h) = E [f (x) f (x+ h)] , ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ h ✐s ❛♥ ♦✛s❡t ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❧❛❣✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡

✉♥❞❡r tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ h ♦♥❧②

k (h) , E [f (x) f (x+ h)] . ✭✷✳✹✮

✷✳✶✳✶ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡ ❛ s❡♥s❡ ♦❢ s♠♦♦t❤♥❡ss ✉♣♦♥ t❤❡ ●P✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢

✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② r❡❧❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡

s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦r ❦❡r♥❡❧✱ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s

t❤❡s✐s ✐s t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥



✼

k (h) = σ2
0e

−3(‖h‖ω−1)
2

, ✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡ σ2
0 ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦s✐t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ω ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲s❝❛❧❡

♦❢ t❤❡ ●P✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤r❡❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✵✳✵✺ ✇❤❡♥ ‖h‖ = ω✱ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ ❦r✐❣✐♥❣ ❢♦r

❣❡♦s❝✐❡♥❝❡s ❬✸✶❪✳

✷✳✶✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss❡s

❆ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ●P ✐s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ ♦r t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❛♠♣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ●P ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥

❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t

✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s❛♠♣❧❡

❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✈✐s✉❛❧✐③❡s t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝t

♦♥ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ s❛♠♣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ●P✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❡♥s♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✳

✷✳✶✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss❡s

●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈✐❛ t✇♦ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s✿ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡✲r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ♦r ❝✐r❝✉❧❛♥t

❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❬✸✷✱ ❝❤✳✶✷✳✷❪✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❛ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡✲

t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛s ✐t r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ●Ps ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥

t❤✐s t❤❡s✐s✳



✽

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❆ s❡t
♦❢ t❤r❡❡ s❛♠♣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t r❛♥❞♦♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ③❡r♦✲♠❡❛♥
●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ σ2

0 = 0.5, ω = 0.3✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡r r❡❞ ❜❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts ±σ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t❡r
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ±2σ✳ P❛♥❡❧ ✭❛✮ ✐s ❛♥ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ●P✳ P❛♥❡❧s ✭❜✮✲✭❢✮ s❤♦✇♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡
❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❜❧♦❝❦ ❞♦ts✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ s❛♠♣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞
●P ✈❛r✐❛♥❝❡✳



✾

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ Pr♦❣r❡ss✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

▲❡t P = {p1, . . . ,pN}✱ ✇❤❡r❡ p ∈ Q ⊂ R
2 ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ s♣❛t✐❛❧

♣♦✐♥ts ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ●P ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❆ ♠❡❛♥ ✈❡❝t♦r✱ µ = (µ (p1) , . . . , µ (pN))
⊺✱ ❛♥❞

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts Σi,j = k (pi,pj) , i, j = 1, 2, . . . , N ❬✸✷✱ ❝❤✳✶✷✳✷❪ ❛r❡

❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❯s✐♥❣ ❈❤♦❧❡❦s② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛tr✐①

sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ❢♦✉♥❞✱ Σ = AA⊺✳ ▲❡t ν ❜❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r

✇✐t❤ νi ∼ N (0, σ2
ǫ ) ❢♦r i = {1, 2, . . . , N}✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ●P ✐s ❢♦✉♥❞ ❜②

X = µ+Aν. ✭✷✳✻✮

❲❤✐❧❡ ❈❤♦❧❡❦s② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ●Ps

✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① sq✉❛r❡ r♦♦t✱ A

❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t A = ℜ
(

V
√
D
)

✱ ✇❤❡r❡



✶✵

D ✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ ♠❛tr✐① ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱
√
C ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢

♠❛tr✐① C✱ V ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✱ ❛♥❞ ℜ (P ) ✐s t❤❡ r❡❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤

❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♠❛tr✐① P ✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛♥t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ st❛t✐♦♥❛r②

●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❜② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐♥t♦ ❛ ❜❧♦❝❦ ❝✐r❝✉❧❛♥t ♠❛tr✐①✱

✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❜❡✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛♥t ❬✸✷✱ ❝❤✳ ✶✷✳✷✳✷❪✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① sq✉❛r❡ r♦♦t✱ A✱ ✐s t❤❡♥

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❤❛♣♣❡♥s ✐♥

❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ✭✷✳✻✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡r❡ t❤❡

❤✐st♦❣r❛♠ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦✈❡r ✶✵✵ tr✐❛❧s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛♥t ❡♠❜❡❞✲

❞✐♥❣ ✐s s❤♦✇ t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠♦r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡✲

❧✐❛❜❧② r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳

✷✳✷ ❑r✐❣✐♥❣

●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡ts ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❜♦✉t ♣♦✐♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ●P

✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ❆ t②♣❡ ♦❢ ●P ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✉s❡ ✐♥ ❣❡♦st❛t✐st✐❝s ✐s ❦♥♦✇♥

❛s ❦r✐❣✐♥❣ ❬✶✷❪✳ ❑r✐❣✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ✐♥ ♥✉♠❡r♦✉s ✈❛r✐❛t✐♦♥s❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s

❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧✐♠✐ts t♦ ♦r❞✐♥❛r② ❦r✐❣✐♥❣ ❛s ✐t ✐s t❤❡ s♦❧❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❖r❞✐♥❛r② ❦r✐❣✐♥❣ ❛ss✉♠❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ ✉♥❦♥♦✇♥ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛s ❛ ●P✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❬✸✸❪✳

❖r❞✐♥❛r② ❦r✐❣✐♥❣ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❇❡st✱ ▲✐♥❡❛r ❯♥❜✐❛s❡❞ ❊st✐♠❛t♦r ✭❇▲❯❊✮ ❜❡❝❛✉s❡

✐ts ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s❡❡❦s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✉s✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆❧❧ s✐♠✉❧❛t❡❞ ●Ps ❛r❡
③❡r♦✲♠❡❛♥✱ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✳✺✮ ✇✐t❤ σ2

0 = 1✱
ω = 0.1✳ ❙✉❜♣❧♦ts ✭✷✳✸❛✮✕✭✷✳✸❝✮ ❛r❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ ♠❡❛♥s✱ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ r✉♥ t✐♠❡s r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧② ✉s✐♥❣ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❙✉❜♣❧♦ts ✭✷✳✸❞✮✕✭✷✳✸❢✮ ♠✐rr♦r t❤❡
❛❜♦✈❡ ❢♦r ❝✐r❝✉❧❛♥t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ st❛t✐st✐❝s ✇❡r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ♦✈❡r ✶✵✵ tr❛✐❧s ✉s✐♥❣
❛ ✺✶×✺✶ ❣r✐❞ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛ ✜t ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❛ r❡❞ ❧✐♥❡✳
❲❤✐❧❡ ❝✐r❝✉❧❛♥t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r✱ ❈❤♦❧❡❦s② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ t❛r❣❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ st❛t✐st✐❝s✳



✶✷

♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦✐♥ts✳

▲❡t Z = [z1, . . . , zN ]
⊺ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t s♣❛t✐❛❧

❧♦❝❛t✐♦♥s X = {xi | i = 1, 2, . . . , N}✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♦r❞✐♥❛r② ❦r✐❣✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r

✈✐❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ ❬✸✶✱ ❝❤✳✹❪❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❧② t❤❡

r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❚❤❡ ♠❛tr✐① ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ❦r✐❣✐♥❣✱

λOK ❛♥❞ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✱ µOK ❬✸✹❪✱ ❢♦r ❛ ❞❡s✐r❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ x0✱ ✉s✐♥❣

♦r❞✐♥❛r② ❦r✐❣✐♥❣ ✐s







λOK

µOK






=







ΣOK (X)Z 1

1
⊺ 0







−1 





v (X,x0)

0






, ✭✷✳✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❛r❡ vi = k (xi,x0)✱ 1 ✐s t❤❡ N ❡❧❡♠❡♥t

❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ ♦♥❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s

ΣOK =

























k (x1,x1) k (x2,x1) . . . k (xN ,x1) 1

k (x1,x2) k (x2,x2) . . . k (xN ,x2) 1

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳✳✳

k (x1,xN) k (x2,xN) . . . k (xN ,xN) 1

1 1 . . . 1 0

























. ✭✷✳✽✮

❇② s♦❧✈✐♥❣ ✭✷✳✼✮ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞

t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ ❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♦r❞✐♥❛r② ❦r✐❣✐♥❣✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t✲
✐♥❣ Z (x) ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠ ✭✷✳✶✶✮ ✇✐t❤ θ =

[

ζ, ω, σ2
0

]⊺
= [0, 0.3, 1]⊺ ❛♥❞

µ = 5✳ ❆ t♦t❛❧ ♦❢ ✷✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ x✲
♣❧❛♥❡✱ ❝♦♠♣r✐s❡ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ x✲♣❧❛♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡❀
t❤❡ ❞❛r❦❡r t❤❡ ❝♦❧♦r✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆t ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡
t❛❦❡♥✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡q✉❛❧s ③❡r♦✳

ẐOK (x0) = Z⊺λOK ✭✷✳✾✮

σ2
OK (x0) = k (0)− v (X,x0)

⊺
λOK . ✭✷✳✶✵✮

❘❡♣❡❛t✐♥❣ t❤✐s ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❝r❡❛t❡s ❛ ✜❡❧❞ ❡st✐♠❛t❡

♦❢ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ●P ✇✐t❤ ✉s❡r ❞❡✜♥❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❦r✐❣✐♥❣

♦✈❡r ❛ s❡t ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠❧② s♣❛❝❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳
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✷✳✷✳✵✳✶ ❑r✐❣✐♥❣ ✇✐t❤ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❊rr♦r ❱❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥

❯♥❦♥♦✇♥ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❋✉♥❝t✐♦♥

❲❤❡♥ s❛♠♣❧✐♥❣ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡

❡st✐♠❛t❡❞✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✉s❡rs ♦❢ ❦r✐❣✐♥❣ t❡♥❞ t♦ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

✇✐t❤ t❤❡ s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠✱ γ✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❣✐✈❡♥ s♣❛t✐❛❧

❞✐st❛♥❝❡ ❬✸✸✱ ❝❤✳✷✳✻❪✳ ❋♦r ●Ps ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r st❛t✐♦♥❛r②✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

❛♥❞ s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② γ (h) = k (0) − k (h) ❬✸✶❪✳ ❚❤❡ s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠

❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡st✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✜tt✐♥❣ ❛ ❝✉r✈❡ t♦ ❛ s❝❛tt❡r✲♣❧♦t ♦❢ t❤❡

❛✈❡r❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦✈❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❬✸✶❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✜t ❝✉r✈❡

✐s t❡r♠❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠✱ γ̂✳ ❚❤❡ s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s

t❤❡s✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✷✳✺✮✱

γ̂ (‖h‖;θ) = ζ
(

1− δ‖h‖
)

+ σ2
0

(

1− e−3(‖h‖ω−1)
2
)

, ✭✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ δ‖h‖ = 1 ✇❤❡♥ ‖h‖ = 0✱ ❛♥❞ δ‖h‖ = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❤②♣❡r✲

♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s θ = [ζ, ω, σ2
0]

⊺
❝♦♠♣r✐s✐♥❣ t❤❡ ✏♥✉❣❣❡t✑✱ ζ✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♠✐❝r♦✲

s❝❛❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡♥s♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲s❝❛❧❡ ❬✸✺❪✱ ω✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡✲

s❝❛❧❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✱ σ2
0✳

✷✳✷✳✶ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❊rr♦r ❋✐❧t❡r❡❞ ❑r✐❣✐♥❣

❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❡rr♦r ✜❧t❡r❡❞ ❦r✐❣✐♥❣ ✭HFK✮ ❡①t❡♥❞s ♦r❞✐♥❛r② ❦r✐❣✲

✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❬✸✹❪✳ ▲❡t

Ỹ (xi) = Z (xi) + ǫ (xi) , ✭✷✳✶✷✮
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r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥♦✐s❡✲❝♦rr✉♣t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ Z ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ xi ✇❤❡r❡

ǫ (xi) ✐s t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ❛♥❞ s✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ σ2
η (xi)✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢

♥♦✐s❡✲❝♦rr✉♣t❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❤❛❧❧ ❜❡ Ỹ (X)✳ ❚❤✐s s✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡✈❡r❛❣❡❞ t♦

❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛♠♦♥❣ ❛❣❡♥ts ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤

t❤❡ ❛❣❡♥t ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢r♦♠

❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥

t❤❡♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❛❜str❛❝t❧② ❛s s✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝ ♥♦✐s❡✳ ❈❤r✐st❡♥s❡♥ ❬✸✹❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t

❢♦r ♥♦✐s② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭✷✳✶✷✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ HFK ❡st✐♠❛t♦r ẐHFK (x0) = λ
⊺
HFK Ỹ (X)

✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ̂2
HFK (x0) = γ̃ (X,x0)

⊺
λHFK ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❦r✐❣✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts✱

λHFK ✱ ❛♥❞ ♠❡❛♥✱ µHFK ✱ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠







λHFK

µHFK






=







Γ̃(X) 1

1
⊺ 0







−1 





γ̃(X,x0)

1






. ✭✷✳✶✸✮

■♥ ✭✷✳✶✸✮✱ Γ̃(X) ❛♥❞ γ̃(X,x0) ❛r❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① Γ̃(X) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ Γij ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡

s✐t❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛❧♦♥❣ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❬✸✹❪

Γ̃ (xi,xj) = γ̂Z (hij) +
(

1− δ‖hij‖

) σ2
η (xi) + σ2

η (xj)

2
. ✭✷✳✶✹✮

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ γ̃(X,x0) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ith ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠



✶✻

✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❤❛❧❢ t❤❡ s✐t❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❬✸✹❪

γ̃ (xi,x0) = γ̂Z (hi0) +
σ2
η (xi)

2
. ✭✷✳✶✺✮

■♥ ✭✷✳✶✹✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✺✮✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠ γ̂Z ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✐s❡✲

❝♦rr✉♣t❡❞ ❡st✐♠❛t❡❞ s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠ γ̂Ỹ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲

❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛❝r♦ss ❛❧❧ M s❛♠♣❧✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❣❣❡t ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡

♥♦✐s② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ζỸ ✿

γ̂Z
(

xi,xj; ζZ , ω, σ
2
0

)

= γ̂Ỹ

(

xi,xj; ζỸ −
1

M

M
∑

l=1

σ2
η (xl) , ω, σ

2
0

)

. ✭✷✳✶✻✮

❲✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ s✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r✱ t❤❡ ♥♦✐s② ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss Ỹ

✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r st❛t✐♦♥❛r② s✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ t❡r♠✬s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥

✈✐♦❧❛t❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✳

✷✳✸ ❈❡♥tr♦✐❞❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❚❡ss❡❧❧❛t✐♦♥

❚❤✐s ✇♦r❦ ✉s❡s ❝❡♥tr♦✐❞❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥s ✭❈❱❚s✮ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❤✐❣❤✲✈❛❧✉❡ s❛♠✲

♣❧✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ st❛♥❞❛r❞ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ✭❱❚✮ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❛ ♣❧❛♥❛r

r❡❣✐♦♥✱ Q✱ ✐♥t♦ ❛ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ k ♥♦♥✲✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝❡❧❧s✱ {Vi}ki=1✱ ✇❤♦s❡

✉♥✐♦♥ ❡q✉❛❧s Q✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts {gi}ki=1 ∈ Qk✱ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ Vi

✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ Q t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❝❡❧❧✬s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ gi✱ t❤❛♥

❛♥② ♦t❤❡r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❬✸✻✱ ❝❤✳✺❪✿

Vi = {x ∈ Q | ‖x− gi‖ ≤ ‖x− gj‖} ✭✷✳✶✼✮



✶✼

❢♦r ❛❧❧ j = {1, 2, . . . , k} ✇✐t❤ j 6= i✳ ❲❤❡♥ ❛ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡

❞♦♠❛✐♥ ρ : Q → R✱ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❤❛s ❛ ♠❛ss

MVi
=

∫

x∈Vi

ρ (x) dx✱ ✭✷✳✶✽✮

❛♥❞ ❝❡♥tr♦✐❞

cVi
=

1

MVi

∫

x∈Vi

x ρ (x) dx . ✭✷✳✶✾✮

❈❱❚s ❬✸✼❪ ❛r❡ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ❱❚s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❱❚ ❛r❡ ❝♦✲❧♦❝❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝❡❧❧✬s ❝❡♥tr♦✐❞✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❈❱❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦

❛❞❛♣t✐✈❡❧② ✐❞❡♥t✐❢② ❤✐❣❤✲♣r✐♦r✐t② ✇❛②♣♦✐♥ts t♦ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✽✮✕✭✷✳✶✾✮

✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ s✉♠♠❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛ ✉♥✐❢♦r♠

❣r✐❞✳ ❚❤❡ ❈❱❚ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ▲❧♦②❞✬s ♠❡t❤♦❞ ❬✸✽❪✳
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❍❊❚❊❘❖●❊◆❊❖❯❙ ▼❊❆❙❯❘❊▼❊◆❚ ◆❖■❙❊

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❦r✐❣✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛❣❡♥ts ✇✐t❤

❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳

✸✳✶ ❋✐❧t❡r❡❞ ❑r✐❣✐♥❣ ✇✐t❤ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❙❡♥s♦rs

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦❜✐❧❡ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ N ❛❣❡♥ts t❤❛t ♠❡❛s✉r❡ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡

Z ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
η,i ❢♦r i = 1, . . . , N ✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤

♠♦❞❡❧s ❛ t❡❛♠ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✇✐t❤ ❛❣❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s✐♥❣ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s

♦r t②♣❡s✴q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡♥s♦rs✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s♣❡❝✐❛❧✐③❡ ❤❡t✲

❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❡rr♦r ✜❧t❡r❡❞ ❦r✐❣✐♥❣ ✭❍❋❑✱ s❡❡ ❙❡❝✳ ✷✳✷✳✶✮ t♦ t❤✐s ❝❛s❡ ❜②

r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ s✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❣❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ♦♥❡✳ ❙✉♣♣♦s❡

t❤❛t ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❝♦❧❧❡❝ts ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ❛♥❞ ❜❡❣✐♥s t♦ s❛♠✲

♣❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ❡q✉❛❧ ❛♥❞

❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♣♦♣✉❧❛t❡ t❤❡ s❡t Z✳ ❆♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r

❢✉♥❝t✐♦♥✱ β (x)✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤❛t r❡t✉r♥s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
η ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ❛❣❡♥t t❤❛t t♦♦❦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛t x✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ♥♦ t✇♦ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❝♦✲❧♦❝❛t❡❞✳

❚❤✉s✱ ✭✷✳✶✹✮ ❜❡❝♦♠❡s Γ̃ (xi,xj) = γ̂Z (hij) + 0.5
(

1− δ‖hij‖

)

[β (xi) + β (xj)]✳ ❙✐♠✐✲

❧❛r❧②✱ ✭✷✳✶✺✮ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❛s γ̃ (xi,x0) = γ̂Z (hi0) + 0.5 (β (xi))✱ ✇❤✐❧❡ ✭✷✳✶✻✮ ❜❡❝♦♠❡s
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γ̂Z (xi,xj) = γ̂Ỹ

(

xi,xj; ζỸ −
1

N

N
∑

i=1

σ2
η,i, ω, σ

2
0

)

. ✭✸✳✶✮

✸✳✷ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❙♣❛t✐❛❧ ❚r✉♥❝❛t✐♦♥

❚❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❦r✐❣✐♥❣ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠

♠❛tr✐① ✐♥ ✭✷✳✼✮✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ s♣❛t✐❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡

s✐③❡ ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐① ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ♥❡❛r❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s

t♦ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛♥❞ r❡❥❡❝t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❧✐tt❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❬✸✶❪✱❬✸✾❪✳

❚②♣✐❝❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s r❡❧② ♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❡❧❡❝t♦r r❡❣✐♦♥s ✭sq✉❛r❡s✱ ❝✐r❝❧❡s✱ ❡t❝✳✮

❝❡♥t❡r❡❞ ❛❜♦✉t ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t t♦ ❝❛♣t✉r❡ r❡❧❡✈❛♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s str❛t❡❣②

✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

♣♦✐♥t ❬✸✾❪❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♣❡r❢♦r♠s ♣♦♦r❧② ✐♥ s♣❛rs❡❧② s❛♠♣❧❡❞ r❡❣✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ❛t t❤❡ st❛rt

♦❢ ❛ ♠✐ss✐♦♥ ♦r ♥❡❛r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✮✳

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✲

♣♦s❡❞ ✇❤❡r❡✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❡❧❡❝t♦r ✐s ✉s❡❞ ✐❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛

t❤r❡s❤♦❧❞ Mmin ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r s❡❧❡❝t♦r

✐s ✉s❡❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭✐✳❡✳✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥ts ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❡❧❡❝t♦r✱ ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✮✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❡❧❡❝t♦r ✐s ❞❡♥♦t❡❞

GR (x,X;wG, hG) = {xi ∈X | xi ∈ R (x;wG, hG)} ❢♦r ❛❧❧ i = 1, 2, . . . ,M ✱ ✇❤❡r❡

R (x;w, h) ⊂ R
2 ❞❡♥♦t❡s ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛r❡❛ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ x = (si, sj) ∈ R

2 ✇✐t❤ ✇✐❞t❤

w ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t h✳ ❚❤❡ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r s❡❧❡❝t♦r ✐s ❞❡♥♦t❡❞ GNN (x,X;Mmin) ⊂ X

❛♥❞ ✐t s❡❧❡❝ts t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ❛t ♠♦st Mmin ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❛r❡st✲
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♥❡✐❣❤❜♦rs t♦ x ❬✹✵❪✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❡❧❡❝t♦r ✐s t❤❡♥

G(x,X;wG, hG,Mmin) =















GR (x,X;wG, hG) ✐❢ |GR (x)| > Mmin

GNN (x,X;Mmin) ✐❢ |GR (x)| ≤Mmin

✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ |GR (x)| ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❡❧❡❝t♦r✳

✸✳✸ ❈♦♠♠♦♥ ❉❛t❛ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

❙♣❛t✐❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡

❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s ✐♥✈❡rt✐♥❣ ✉♥✐q✉❡ s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠ ♠❛✲

tr✐❝❡s ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦✐♥t t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❡❧❡❝t♦r ♠♦✈❡s ✇✐t❤ t❤❡

❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✮✳ ●✐✈❡♥ ♠❛♥② ♣♦✐♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✐♥✈❡rt✐♥❣

♠❛♥② tr✉♥❝❛t❡❞ ♠❛tr✐❝❡s ♠❛② ❡①❝❡❡❞ ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭❢✉❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✮

s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ♠❛tr✐① ✐♥✈❡rs✐♦♥s ❢♦r ❦r✐❣✐♥❣ ✇❡

❛❞♦♣t t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞❛t❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✭❈❉◆✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✹✶❪✳ ❆ ❣r♦✉♣

♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠ ♠❛tr✐① ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❡❛r❜②

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭✐✳❡✳✱ ❛ ✜①❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❡❧❡❝t♦r ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♥❡❛r❜② ❡st✐♠❛t✐♦♥

♣♦✐♥ts✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❉❡✜♥❡ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❣r✐❞ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤m ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ n r♦✇s P = {p1,p2, . . . ,pm·n}✱

✇❤❡r❡ pi ∈ Q ❢♦r ❛❧❧ i = {1, 2, . . . ,m · n}✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ❞❛t❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✱

D = {D1, . . . ,DND
}✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ND ❞✐s❥♦✐♥t r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥s

✇❤♦s❡ ✉♥✐♦♥ ❝♦✈❡rs t❤❡ ❡♥t✐r❡ s♣❛❝❡✱ Q✳ ❊❛❝❤ ❞❛t❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ Di , R (si;wD, hD)

✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t ❛ ♣♦✐♥t si ∈ R
2 ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ✇✐❞t❤ wD ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t hD✱ ❛♥❞

Di ∩ Dj = ∅ ❢♦r ❛❧❧ i 6= j ✇✐t❤ i, j = 1, 2, . . . , ND✳ ▲❡t Gi , G(si,X;wG, hG,Mmin)
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Rectangular 

Selector

Common Data
Neighborhood

Measurements

Survey Field 

Nearest Neighbor 

Selector

A

Grid Points

B

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✇✐t❤ Mmin = 5✳ ❇❧❛❝❦
❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❵①✬s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚✇♦ ❈❉◆s Di ❛♥❞ Dj ✱
❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts pi ❛♥❞ pj ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ♣✉r♣❧❡✳ ❲❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣
❛ ♣♦✐♥t A ✐♥ Di t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❡❧❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ t❤❛♥ Mmin ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ Γ̃ ✐♥ ✭✷✳✶✸✮✳ ❲❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t B ✐♥
Dj t❤❡ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r s❡❧❡❝t♦r ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ Γ̃ ✐♥st❡❛❞ s✐♥❝❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❡❧❡❝t♦r✳

❜❡ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❡❧❡❝t♦r ✭✸✳✷✮ ❢♦r ❞❛t❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ Di✱ ✇✐t❤ wG ≥ wD ❛♥❞ hG ≥ hD✳

✸✳✹ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✱ ❈♦♠♠♦♥✲❉❛t❛✲◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❑r✐❣✐♥❣

❖✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s HFK s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛❣❡♥ts✱

❛❞❛♣t✐✈❡ s❡❧❡❝t♦rs✱ ❛♥❞ ❈❉◆s✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❧✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ it❤

❈❉◆✱ x0 ∈ Di✳ ❋♦r ❛❧❧ s✉❝❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ HFK ❡st✐♠❛t♦r ✭✷✳✶✸✮ ✐s ✉s❡❞

✇✐t❤ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s X ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❡❧❡❝t♦r ✭✸✳✷✮✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱

t❤✐s s❛♠❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ Di ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡

✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ ✭✷✳✶✸✮ ♥❡❡❞ ♦♥❧② ♦❝❝✉r ♦♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ s✉❝❤ ♣♦✐♥ts✳
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❚❤✐s ✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ♠♦❞✐❢② ❬✹✶❪ t♦ ✉t✐❧✐③❡ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s♣❛t✐❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ✭➓✸✳✷✮

❛♥❞ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❡rr♦r ✜❧t❡r❡❞ ❦r✐❣✐♥❣ ✭➓✷✳✷✳✶✮✳ ❚❤❡

❦r✐❣✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥t x0 ∈ Di ❛r❡







λHC

µHC






=







Γ̃ (Gi) 1

1
⊺ 0







−1 





γ̃ (Gi, si)

1






, ✭✸✳✸✮

❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✉❜s❝r✐♣t HC✱

ẐHC (x0) = λ
⊺
HC Ỹ (X) ✭✸✳✹✮

❛♥❞

σ̂2
HC (x0) = γ̃ (X,x0)

⊺
λHC . ✭✸✳✺✮

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♠❡♥❛❜❧❡ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r♠✐ts ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡✲

t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ Mmin✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞❛t❛ ♥❡✐❣❤✲

❜♦r❤♦♦❞s✱ wD, hD ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✱ wG, hG✳ ❚❤❡s❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❛s ✐♥t❡❣❡r ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧

❧❡♥❣t❤✲s❝❛❧❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞s ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ✐s♦tr♦♣✐❝✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲s❝❛❧❡

✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♠❡❛♥✐♥❣ wD = hD ❛♥❞ hG = wG✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✱ ❝♦♠♠♦♥✲❞❛t❛✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❦r✐❣✐♥❣ ✭HC✮ ❡st✐♠❛t♦r

✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ HFK ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬✸✹❪

✭✇✐t❤♦✉t ❛❞❛♣t✐✈❡ s❡❧❡❝t♦rs ♦r ❈❉◆s✮ ❛♥❞ t♦ st❛♥❞❛r❞ ♦r❞✐♥❛r② ❦r✐❣✐♥❣✳ ❚❤❡ s✐♠✲
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✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ●P ✇✐t❤✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞♦♠❛✐♥ Q = [0, 1]2 ❛♥❞

✉s✐♥❣ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs θ = [ζ, ω, σ2
0]

⊺
= [0, 0.3, 1]⊺✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡

r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣♦❧❧✉t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦✐s❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✶✷✮✳

❋♦r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ σ2
η,1 = 0.1✱ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛❧❢✱ σ2

η,2 = 0.5 t♦ r❡♣r❡s❡♥t

❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❜② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛❧✐t② s❡♥s♦rs✳ ❚❤❡ ♥♦✐s② ♦❜✲

s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❍❈ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ hD = wD = 0.5ω✱ hG = wG = ω

❛♥❞ Mmin = 20✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ✇✐t❤

t❤❡ ❍❋❑ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❦r✐❣✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛

♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♥✉❣❣❡t ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ζ = (0.1 + 0.5) /2✳ ❘❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞

❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡ ✜❡❧❞ ♦♥ ❛ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t

❜❛s✐s ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠❛♣♣✐♥❣ ❡rr♦r ✭▼❊✮✱

ME =

|P|
∑

i=1

∣

∣

∣
Ẑ (xi)− Z (xi)

∣

∣

∣
/ |P| . ✭✸✳✻✮

❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r ♦♥❡ ❤✉♥❞r❡❞ ✉♥✐q✉❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●P✳ ❋♦r

❡❛❝❤ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✭❍❋❑✱ ❍❈✱ ♦r❞✐♥❛r② ❦r✐❣✐♥❣✮ ✇❛s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ✺✵✵✱ ✶✵✵✵✱

❛♥❞ ✷✵✵✵ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ▼❊ ✭✸✳✻✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳ ❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡

s❛✈✐♥❣s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✵① ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❍❈ t♦ ❍❋❑ ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r②

❦r✐❣✐♥❣✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡rr♦r ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❦r✐❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦✐s② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦✈❡r ✸✵✵ tr✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❜❛♥❞s
✐♥❞✐❝❛t❡ ♣❧✉s ♦r ♠✐♥✉s ♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳

■t ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❋❑ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♥✉❣❣❡t ✇❤❡♥

✉s✐♥❣ ♦r❞✐♥❛r② ❦r✐❣✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❍❈

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❍❋❑ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❣❛✐♥❡❞ ✐s ❞❡❡♠❡❞ t♦

♦✉t✇❡✐❣❤ t❤✐s s❧✐❣❤t ❧♦ss ✐♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠✲

♣r♦✈❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❣✐✈❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞✐❞ ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r st❛♥❞❛r❞

♦r❞✐♥❛r② ❦r✐❣✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ✐♥✈❡rt✐♥❣ ❧❛r❣❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛♥ ❡✛❡❝t

✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♠❡❛s✉r♠❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
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❇✉✐❧❞✐♥❣ ✉♣♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✉t✐✲

❧✐③❡s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❦r✐❣✐♥❣ t♦ ♠❛❦❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛❜♦✉t ❢✉t✉r❡ s❛♠♣❧✐♥❣

s✐t❡s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❜② ✇❤✐❝❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ r♦✉t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ s♣❛❝❡ ✐s

r♦♦t❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢✉♥❞❡♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

str❛t❡❣②✳

✹✳✶ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❙tr❛t❡❣②

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❜② ✇❤✐❝❤ ❣r♦✇✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ✐s ❧❡✈❡r✲

❛❣❡❞ ❢♦r ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐s ❢♦✉♥❞❡❞ ✉♣♦♥ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✬s

❝❡♥tr♦✐❞❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛②♣♦✐♥ts ❛❝t ❛s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❲❤✐❧❡

t❤❡r❡ ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ✇❛②s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❡♥tr♦✐❞❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ❢♦r

❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥✈♦❧✈❡s

✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ❛❝ts ✉♣♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❬✹✷❪✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s

✈✐rt✉❛❧ ❢♦r❝❡ ❝♦♥♥❡❝ts ❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦♥❧② t♦ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ r❡❧❛t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s♣r✐♥❣✲♠❛ss✲

❞❛♠♣❡r s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② s♣r✐♥❣s ❛♥❞ ❞❛♠♣❡rs t♦

❢♦r♠ ❛ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❡❛❝❤ ✇❛②♣♦✐♥t ✈✐❛ ❛ s♣r✐♥❣ ❛♥❞ ❞❛♠♣❡r t♦ t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡t✲

r✐❝ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜②

❏❡♥s❡♥✲◆❛✉ ❬✼❪✳ ❏❡♥s❡♥✲◆❛✉ ✉t✐❧✐③❡❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t♦t❛❧ ♠✐ss✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡
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❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ❡①♣❛♥❞s t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✇♦r❦ ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣

❦r✐❣✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦st ✜❡❧❞ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ❝❡♥tr♦✐❞s

♦♥ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s✱ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s✉♣♣♦rt✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ s❡♥s✐♥❣

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❛♥❞ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❛ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t✐♠❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳

✹✳✶✳✶ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆❣❡♥t ❉②♥❛♠✐❝s

❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ N ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r♦✲

♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ t❤r✉st ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❜♦❛ts✱ ❜✉t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ♦t❤❡r ✈❡❤✐❝❧❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❜♦❛ts ❤❛✈❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✿

ẍi =
1

mi

{[ur + ul] cos (θi)− biẋi}

ÿi =
1

mi

{[ur + ul] sin (θi)− biẏi}

θ̈i =
Li

2Ii
(ur − ul)

✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ (x, y) ∈ R
2 ✐s t❤❡ ♣❧❛♥❛r ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ✜①❡❞ ✐♥❡rt✐❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡

✇✐t❤ ♦r✐❣✐♥ O ❛♥❞ ♦rt❤♦✲♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐❝ ✈❡❝t♦rs
{

î1, î2, î3

}

✱ θi ∈ [0, 2π) ✐s t❤❡ ❤❡❛❞✐♥❣

✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✶✮✱ mi ✐s ♠❛ss✱ Ii ✐s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥❡rt✐❛ ❛❜♦✉t î3✱ Li ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤r✉st❡rs✱ ❛♥❞ bi ✐s ❛ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ith ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t

t❤r✉st❡r ❢♦r❝❡s✱ ul ❛♥❞ ur✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞✿ ul, ur ∈ [0, umax] ✇❤❡r❡ umax

✐s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ t❤r✉st✳ ❚❤❡ ith ❛❣❡♥t ❢♦❧❧♦✇s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛t❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢

✇❛②♣♦✐♥ts Wi = {wi,1,wi,2, . . . ,wi,Nw
} ✇❤❡r❡ wi,j ∈ Q ❢♦r ❛❧❧ j = {1, 2, . . . , Nw} ❛♥❞

Nw ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✇❛②♣♦✐♥t✱ wi,j = (xw, yw) ∈

Wi✱ t❤❡ ❤♦♠✐♥❣ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❧❛✇ θd = atan2 (yw − yi, xw − xi) ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙t❛t❡ ❛♥❞ ✐♥♣✉t ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ✇❛②♣♦✐♥t tr❛❝❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ith ❛❣❡♥t ♠♦✈❡s ✇✐t❤
❤❡❛❞✐♥❣ θ ❢r♦♠ i1 ✉♥❞❡r ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉ts✱ ul ❛♥❞ ur✳ ❚r❛❝❦✐♥❣ ✇❛②♣♦✐♥t wi,j ❝♦♠♠❛♥❞s t❤❡
❛❣❡♥t t♦ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θd ✉♥t✐❧ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ♣♦s✐t✐♦♥ (xi, yi) ❡♥t❡rs t❤❡ ❝❛♣t✉r❡ r❛❞✐✉s
♦❢ t❤❡ ✇❛②♣♦✐♥t✳

❤❡❛❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤r✉st❡rs ❛r❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

ul = sat (δv − δθ, 0, umax)

ur = sat (δv + δθ, 0, umax) ,

✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ δv ❛♥❞ δθ ❛r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs tr❛❝❦✐♥❣ ❛ ❞❡s✐r❡❞ s♣❡❡❞ vd ❛♥❞

❛ ❞❡s✐r❡❞ ❤❡❛❞✐♥❣ θd✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ sat (κ; al, ah) ✐s t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t

❜♦✉♥❞s ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t κ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ al ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ah s✉❝❤ t❤❛t

al ≤ κ ≤ ah✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ith ❛❣❡♥t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

✇❛②♣♦✐♥t✱ ‖[xi, yi]⊺−wi,j‖ ≤ Rc ✇❤❡r❡ Rc ∈ R ✐s ❛ ❝❛♣t✉r❡ r❛❞✐✉s✱ t❤❡ ♥❡①t ✇❛②♣♦✐♥t

✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ith ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❜❡

s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s

ṡi = fi (si,ui (si) ;Wi) , ✭✹✳✸✮
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✇❤❡r❡ si =
[

xi, yi, θi, ẋi, ẏi, θ̇i

]⊺
∈ R

5×[0, 2π) ✐s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✶✮ r❡✇r✐tt❡♥

✐♥ ✜rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠ ❛♥❞ ui (si) ✐s t❤❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ✭✹✳✷✮✳

✹✳✶✳✷ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❆❣❡♥t ❙❡♥s✐♥❣

❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ N ❛❣❡♥ts ♠❛② ❛❧s♦ ✈❛r② ✐♥ t❤❡✐r s❡♥s✐♥❣ q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t✬s s❡♥s✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡

✈❛r✐❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉✐♣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

❢♦r ❛❣❡♥t i✱ σ2
i,η✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✉❡ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞

✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞✳

❉✉r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

❛♥❞ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❛❣❡♥t i ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ σ2
i,η ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ ♣❡r✲

❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❦r✐❣✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ s✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝ ♥♦✐s❡ ✭✸✳✸✮✳ ❋♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ ❡①✲

♣❡r✐♠❡♥t❛❧ tr✐❛❧s✱ ✐t ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣r✐s❡s t❤❡ s❝❛❧❛r

✜❡❧❞ ❞✉r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❛♣♣❧✐✲

❝❛❜❧❡ t♦ ❛♥② s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r st❛t✐♦♥❛r✐t②✱ ✐s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ✐♥ t✐♠❡✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ sq✉❛r❡✱ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① s❤❛♣❡s

♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s✳

✹✳✶✳✸ Pr♦❜❧❡♠ ❙t❛t❡♠❡♥t

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ✇❛②♣♦✐♥t ♣❛t❤s ❢♦r

❡❛❝❤ ❛❣❡♥t t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡rr♦r ✭✸✳✻✮ ✇❤✐❧❡ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡✲

♥❡♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ s❡♥s✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ t❡❛♠✳ ●✐✈❡♥ ❛ ✇❛②♣♦✐♥t ❧✐st Wi ❢♦r

❛❣❡♥t i✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s si(t0)✱ ❛ s❡♥s✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ Ts✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❞②♥❛♠✲
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✐❝s ✭✹✳✸✮✱ ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡✱ Tm✱ t❤❡ ♠❛♣ φi (Wi; si(t0), t0, Tm, Ts) =

[qi,1, qi,2, . . . , qi,M ] ∈ R
2×M r❡t✉r♥s t❤❡ ith ❛❣❡♥t✬s s❛♠♣❧✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛rr❛♥❣❡❞ ❛s

❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① ✐♥ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦r❞❡r ✇❤❡r❡ qi,j ∈ Q ❢♦r ❛❧❧ j = 1, 2, . . . ,M ✳

▲❡t t❤❡ ♠❛tr✐① X ∈ R
2N×M ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛❝r♦ss ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❛t

t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥

X = [φ1 (W1)
⊺ , φ2 (W2)

⊺ , . . . , φN (WN)
⊺]

⊺
, ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡ φi (Wi) ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡rts t❤❡ ith ❛❣❡♥t✬s tr❛❥❡❝t♦r② ❣✐✈❡♥ ❛ ✇❛②✲

♣♦✐♥t s❡t ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❡q✉❛❧❧②✲s♣❛❝❡❞ ✐♥ t✐♠❡✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❛t ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ X ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ Ỹ ∈

R
2N×M ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ Z (x) ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ t♦ t❤❡ ❛❣❡♥ts✱ t❤❡

♠❛♣♣✐♥❣ ❡rr♦r ✭✸✳✻✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❣❡♥ts✱ ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦st

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣

J
(

X, Ỹ ;p, α
)

=
(

α + σ2
HC (X;p)

)

·
∣

∣

∣
ẐHC

(

X, Ỹ;p
)
∣

∣

∣
, ✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ p ∈ R
2 ✐s ❛ ♣♦✐♥t ❛t ✇❤✐❝❤ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡

♣r♦❞✉❝t ✭✹✳✺✮ ✐s ❛ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣

❧♦❝❛t✐♦♥s✱ σ2
HC (X;p)✱ ❛❞❞❡❞ t♦ ❛ ♠♦❞✐✜❡r✱ α✱ ✇❤❡r❡❛s ẐHC ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡

③❡r♦✲♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ❝♦st ✐♥ ❛r❡❛s t❤❛t ❞✐✈❡r❣❡ ❣r❡❛t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✜❡❧❞

♠❡❛♥ ✭✐✳❡✳✱ ♣❡❛❦s ♦r ✈❛❧❧❡②s✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❡r♠✱ α✱ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ♣♦✐♥ts ❝♦st ❢r♦♠

r❡❛❝❤✐♥❣ ③❡r♦ ✐♥ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ s❛♠♣❧❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡s r❡t✉r♥✐♥❣

t♦ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✈✐s✐t❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐❢ t✐♠❡ ♣❡r♠✐ts✳ ■♥ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥
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s❛♠♣❧❡❞✱ t❤❡ t❡r♠ (α + σ2
HC (X;p)) ✇✐❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✱ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♣♦♥

α✱ t❤❡r❡❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t ♣♦✐♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ✉♥s❛♠♣❧❡❞

❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❆s α ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ r❡t✉r♥ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡♥s❡❞ ❛r❡❛s ❛❧s♦

✐♥❝r❡❛s❡s✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥✿

arg min
X(W )

∑

p∈P

J (X, Ỹ ;p, α) ✭✹✳✻❛✮

subject to ṡi = fi (si,ui (si) ;Wi) , ✭✹✳✻❜✮

Ỹ (xj) = Z (xj) + ǫ (xj) ❢♦r ❛❧❧ xj ∈X (W ) , ✭✹✳✻❝✮

umin ≤ ui(si) ≤ umax, ✭✹✳✻❞✮

T (wi,Nw
) ≤ Tm ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N, ✭✹✳✻❡✮

✇❤❡r❡ T (wi,j) , ψ (wi,j;Wi, s (t0) , t0) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t r❡t✉r♥s t❤❡ ❡❧❛♣s❡❞ t✐♠❡

❢♦r ❛❣❡♥t i t♦ r❡❛❝❤ ✐ts jth ✇❛②♣♦✐♥t ❣✐✈❡♥ ✐ts ❧✐st ♦❢ ✇❛②♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡

♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛t t✐♠❡ t0✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠ st❛t❡s ❢♦r ❛❣❡♥t i t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡

✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ✭✹✳✻❜✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧

✈❡❝t♦r ✐s r❡str✐❝t❡❞ ✐♥ ✭✹✳✻❞✮✳ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ✐♥♣✉ts✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts✬

s❡♥s✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ✭✹✳✻❝✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ❞❡t❛✐❧❡❞

✐♥ ✭✹✳✻❡✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝❛♣t✉r❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠✐ss✐♦♥ ✇❛②♣♦✐♥t ✐s ❧❡ss

t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t♦t❛❧ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡✳
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✹✳✶✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❉✐r❡❝t ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ✭✹✳✻✮ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡♥s✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤✐❝❤ ❡①✲

t❡♥❞s t❤❡ ❈❱❚ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❬✼❪ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s

s❡♥s✐♥❣✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❜②

✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ✭✹✳✻✮ ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞

❝♦♠♣r✐s❡s ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞ ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝❡♥tr♦✐❞❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ♣❛t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠✱ ♠❈❱P● [A.1]✱ ❢r♦♠ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ [A.2] ❢♦r ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ♠❈❱P● ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦

❛❝❤✐❡✈❡ t❛r❣❡t ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡✱ Tm✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ [A.2] ✐s ♦♥❧✐♥❡ ✇✐t❤

r❡♣❧❛♥♥✐♥❣ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t ✜①❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ N · Nw ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡

s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ Q [A2.2]✱ ✇❤❡r❡ Nw ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②♣♦✐♥ts ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤

❛❣❡♥t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ ✇❛②♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥ t♦ ❣✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧

str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡ ♣❛t❤❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛♥② ♣❛tt❡r♥ ♦r r❛♥❞♦♠ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② s❤♦✉❧❞

❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❜✉t ✉♥t❡st❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤✐s ✇❛②♣♦✐♥t s❡t ✐s t❤❡♥ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ Nc

♣❧❛♥♥✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ C = ⌈Nw/Nc⌉ ✇❛②♣♦✐♥ts [A2.3] ✇✐t❤ ⌈·⌉ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡

❝❡✐❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣r✐s❡s t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝②❝❧❡s

❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❝♦❧❧❡❝t❡❞✱ ✇✐t❤ g ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝②❝❧❡ ✐♥❞❡①✳ ❆t

t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❝②❝❧❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ X✱ ❛♥❞

♥♦✐s② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ Ỹ ✱ ✐s ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦st ✜❡❧❞ ❛t ♣♦✐♥ts ✐♥ P [A2.5]✳

❚❤❡ ❝♦st ✜❡❧❞ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝♦st ✭✹✳✺✮ ✐s ❛rr❛♥❣❡❞ ❛s ❛ ♠❛tr✐①



✸✷

J =



















J
(

X, Ỹ ;p1,1, α
)

J
(

X, Ỹ ;p1,2, α
)

. . . J
(

X, Ỹ ;p1,n, α
)

J
(

X, Ỹ ;p2,1, α
)

J
(

X, Ỹ ;p2,2, α
)

. . . J
(

X, Ỹ ;p2,n, α
)

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

J
(

X, Ỹ ;pm,1, α
)

J
(

X, Ỹ ;pm,2, α
)

. . . J
(

X, Ỹ ;pm,n, α
)



















, ✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡ pi,j ✐s t❤❡ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ith r♦✇ ❛♥❞ t❤❡ jth ❝♦❧✉♠♥✳ ❋♦r

t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ♥♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t❤❡ ❝♦st ❛t ❛❧❧ ❣r✐❞

♣♦✐♥ts ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t♦ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❡❧❧

❝❡♥tr♦✐❞s✳ ❚❤❡ ❝♦st ✜❡❧❞ ✐s t❤❡♥ ♣❛ss❡❞ ❛❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ♠❈❱P● ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

♦❢ ✇❛②♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ s❡❡❦ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✹✳✻✮ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢

❝♦♥str❛✐♥ts✳

❯s✐♥❣ t❤❡ N · Nw ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ ❛s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱ ♠❈❱P● ❜❡❣✐♥s

❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ [A1.3]✳ ❚❤❡ ❝♦st ✜❡❧❞✱ J ❞❡✜♥❡s ❛ ❞❡♥s✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❛ss ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ ❡❛❝❤

❝❡❧❧ ✉s✐♥❣ ✭✷✳✶✾✮ [A1.4]✳ ❆ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞ ✐s t❤❡♥ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥ts✬

✇❛②♣♦✐♥ts ❛s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s♣r✐♥❣✲♠❛ss✲❞❛♠♣❡r s②st❡♠ t♦ ♣✉❧❧ ✇❛②♣♦✐♥ts ✐♥ ❞✐✲

r❡❝t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦st✳ ❲❛②♣♦✐♥ts ❛r❡ ♠❛ss❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜②

s♣r✐♥❣s t♦ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♠❛ss ❝❡♥tr♦✐❞ ❛♥❞ t♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ✇❛②♣♦✐♥ts

✐♥ t❤❡ ♣❛t❤✳ ❉❛♠♣❡rs ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛❧♦♥❣s✐❞❡ ❡❛❝❤ s♣r✐♥❣ t♦ ♠♦❞❡❧ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥

❛s t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♠❡s t♦ ❛ r❡st ❛t ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s♣r✐♥❣

❝♦♥st❛♥ts✱ ❞❛♠♣❡rs✱ ❛♥❞ r❡❧❛①❡❞ s♣r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝♦♥st✐t✉t❡

t❤❡ s❡t γi = {kp,i, kc,i, bi, di} ❢♦r i = 1, . . . , N ✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs



✸✸

✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✇✐t❤ ✉s❡r ❞❡✜♥❡❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥

✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ✐♥✐t❙❉s [A2.6]✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ▼✉❧t✐✲❛❣❡♥t ❝❡♥tr♦✐❞❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ♣❛t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭♠❈❱P●✮

❘❡q✉✐r❡✿ {Wi}Ni=1 ✴✴ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts

❘❡q✉✐r❡✿ N ✴✴ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts

❘❡q✉✐r❡✿ {γi}Ni=1 ✴✴ s♣r✐♥❣✱ ❞❛♠♣✳ ❝♦♥st❛♥ts

❘❡q✉✐r❡✿ g ✴✴ ❝✉rr❡♥t ❝②❝❧❡

❘❡q✉✐r❡✿ C ✴✴ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②♣♦✐♥ts ♣❡r ❝②❝❧❡

❘❡q✉✐r❡✿ Jk ✴✴ ❝♦st s✉r❢❛❝❡

❘❡q✉✐r❡✿ η ✴✴ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛

❘❡q✉✐r❡✿ I ✴✴ ♠❛①✐♠✉♠ ✐t❡r❛t✐♦♥s

✶✿ b← 0 ✴✴ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r

✷✿ ✇❤✐❧❡ b < I ❞♦

✸✿ V ← ✈♦r♦♥♦✐❚❡ss❡❧❧❛t✐♦♥
(

{Wi}Ni=1

)

✹✿ cV ← ✈♦r♦♥♦✐▼❛ss❈❡♥tr♦✐❞ (V, Jk)
✺✿ ❢♦r α = 1, 2, . . . , N ❞♦

✻✿ fα ← ❝❛❧❝❋♦r❝❡ (Wα,γα, cV)

✼✿
(

Wα, Ẇα

)

← ♠♦✈❡Pts (Wα,fα, g, C)

✽✿ ❡♥❞ ❢♦r

✾✿ ✐❢ ‖ẇi,j‖ ≤ η ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ❛♥❞ j = 1, . . . , Nw t❤❡♥

✶✵✿ ❜r❡❛❦ ✴✴ ✇❛②♣♦✐♥ts ❝♦♥✈❡r❣❡❞

✶✶✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✷✿ b← b+ 1
✶✸✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✶✹✿ r❡t✉r♥ {Wi}Ni=1 ✴✴ ✉♣❞❛t❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✈✐s✉❛❧✐③❡s t❤✐s s♣r✐♥❣✲♠❛ss✲❞❛♠♣❡r s②st❡♠ ❢♦r ❛ s❡r✐❡s ♦❢ t❤r❡❡ ✇❛②✲

♣♦✐♥ts✳ ❊❛❝❤ ✇❛②♣♦✐♥t✱ wi,j✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❤❛s t❤r❡❡ ❧✐♥❡❛r

s♣r✐♥❣ ❛♥❞ ❞❛♠♣❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✿ ♦♥❡ t♦ ✐ts ♣r❡✈✐♦✉s ♥❡✐❣❤❜♦r wi,j−1✱ ♦♥❡ t♦ ✐ts ♥❡①t

♥❡✐❣❤❜♦r ✭wi,j+1✮✱ ❛♥❞ ♦♥❡ t♦ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛ss ❝❡♥tr♦✐❞ ✭cVi,j
✮✳ ❚❤❡ s♣r✐♥❣

❢♦r❝❡ ❡①❡rt❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ jth ✇❛②♣♦✐♥t ❜② ✐ts ❛❞❥❛❝❡♥t ✇❛②♣♦✐♥ts ✐s✿



✸✹

f
(p)
i,j = kp,i [(‖ri,j−1‖ − di) r̂i,j−1 + (‖ri,j+1‖ − di) r̂i,j+1] , ✭✹✳✽✮

✇❤❡r❡ ri,j±1 = wi,j − wi,j±1 ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛②♣♦✐♥t j ❛♥❞ t❤❡

♥❡①t ✇❛②♣♦✐♥t✱ (j + 1)✱ ♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇❛②♣♦✐♥t✱ (j − 1)✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞✐st❛♥❝❡

✈❡❝t♦r ✐s r̂i,p = ri,p/‖ri,p‖✱ di ✐s t❤❡ s♣r✐♥❣✬s ✉♥str❡t❝❤❡❞ ❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ kp,i ✐s ❛ s♣r✐♥❣

❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❡❞ s♣r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ♣r✐♦r t♦ ❡❛❝❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❝②❝❧❡ t♦ ❜❡ di =

0.5v̄i (Tm − T (wi,gC)) / (Nw − gC)✱ ✇❤❡r❡ vdi ✐s t❤❡ ith ❛❣❡♥t✬s t❛r❣❡t s♣❡❡❞✳ ❚❤✐s

r❡❧❛①❡❞ s♣r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❤❡✉r✐st✐❝ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❣❡♥t i ✇✐❧❧ tr❛✈❡❧ ❣✐✈❡♥

t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡✱ Tm − T (wi,gC)✱ ❛♥❞ ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝✐♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✇❛②♣♦✐♥ts✱

Nw − gC✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ ❡①❡rt❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ jth ✇❛②♣♦✐♥t ❜② ✐ts ♠❛ss ❝❡♥tr♦✐❞ ✐s f
(c)
i,j =

kci(cVi,j
−wi,j) ✇❤❡r❡ kci ✐s ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞❛❧ ❛ttr❛❝t✐♥❣ s♣r✐♥❣

❢♦r❝❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s f
(b)
i,j = −biẇi,j ✇❤❡r❡ wi,j ✐s t❤❡

✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛②♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❢♦r❝❡ [A1.6] ❛❝t✐♥❣ ✉♣♦♥ ♣♦✐♥t wi,j ✐s

fi,j = f
(p)
i,j + f

(c)
i,j ++f

(b)
i,j ✭✹✳✾✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ✇❛②♣♦✐♥t wi,j ✇✐t❤ ♠❛ss m ✐s t❤❡♥ ẅi,j = fi,j/m ❛♥❞

❛❧❧ ✇❛②♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ♠❛ss m✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠♦✈❡Pts ♣❡r❢♦r♠s

❊✉❧❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✇❛②♣♦✐♥t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐✲

❛t❡❞ t♦t❛❧ ❢♦r❝❡ ✭✹✳✾✮✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♦♥❧✐♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❛②♣♦✐♥ts

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛tt❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♥❡❡❞ ✉♣✲

❞❛t✐♥❣✳ ❚❤❛t ❜❡✐♥❣ s❛✐❞✱ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ♠❈❱P● ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡♠❛♥❞s t❤❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛tt❛✐♥❡❞ ✇❛②♣♦✐♥ts r❡♠❛✐♥ ❝♦♥s✐❞✲
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❆ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❈❱❚ ♦❢ t❤r❡❡ ✇❛②♣♦✐♥ts ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❛s ❣r❛② ❝✐r❝❧❡s ✇✐t❤ ♠❛ss
m ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝❛♣t✉r❡ r❛❞✐✉s✳ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✳✶✼✮✳ ▼❛ss ❝❡♥tr♦✐❞s ❛r❡
❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② ❝♦✲❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧✬s r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤
❞❡♥s✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✇❛r♠❡r ❝♦❧♦rs ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦t✳ P❛✐rs ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ✇❛②♣♦✐♥ts
❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ s♣r✐♥❣✱ kp ❛♥❞ ❞❛♠♣❡r✱ b✱ s②st❡♠✳ ❲❛②♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡✐r
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❛ss ❝❡♥tr♦✐❞ ✇✐t❤ ✉♥✐q✉❡ s♣r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✱ kc✱ ❛♥❞ ❞❛♠♣✐♥❣✱ b✳ ❆ ❞②♥❛♠✐❝s✲
❝♦♠♣❧✐❛♥t tr❛❥❡❝t♦r② ✇❛②♣♦✐♥ts s❡t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧✉❡✳

❡r❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ t❤❡ ✇❛②♣♦✐♥t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢✉t✉r❡ ❝②❝❧❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✇❛②♣♦✐♥t

✐♥❞❡① ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ gC✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s r❡❝♦r❞❡❞✳ ❖t❤✲

❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ✇❛②♣♦✐♥t ✐s ❢r♦③❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ③❡r♦ [A1.7]✳ ❚❤❡ s②st❡♠

✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ✇❛②♣♦✐♥t ✐s ❜❡❧♦✇ ❛ ❞❡s✐r❡❞ t❤r❡s❤✲

♦❧❞✱ η [A1.9]✳ ■♥ ❧✐❡✉ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦❢ s②st❡♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡✱ ❛

♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ✐♠♣♦s❡❞ [A1.2]✳

❯♣♦♥ r❡t✉r♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❈❱P● ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ s❡t ♦❢ Nw ✇❛②✲

♣♦✐♥ts✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛❧r❡❛❞② ✈✐s✐t❡❞ gC ♦❢ t❤❡♠✳ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✐ts
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r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✇❛②♣♦✐♥ts ❢r♦♠ ✐ts ❝✉rr❡♥t st❛t❡ [A2.11] ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t✐♠❡ t♦ tr❛✲

✈❡rs❡ ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✇❛②♣♦✐♥ts ✐s r❡♣♦rt❡❞✳ ❚❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ti✱ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ [A2.13]✳ ■❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ✉s❡r ❞❡✜♥❡❞ ♠✐ss✐♦♥

t✐♠❡ t♦❧❡r❛♥❝❡✱ T∆✱ t❤❡ s♣r✐♥❣✲♠❛ss✲❞❛♠♣❡r s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞✳ ❚❤❡

st✐✛♥❡ss ♦❢ s♣r✐♥❣s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ✇❛②♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♠❛ss ❝❡♥tr♦✐❞s ✇❤❡♥ t❤❡

s✐♠✉❧❛t❡❞ t✐♠❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t✐♠❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡✐r st✐✛♥❡ss ✇❤❡♥ t❤❡

s✐♠✉❧❛t❡❞ t✐♠❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t✐♠❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ❜✉✛❡r✱ E✱ ❝♦♥t❛✐♥s

t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ❡rr♦r ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t [A2.12]✳ ▲❡t ♠❛①(Ei)

❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ it❤ ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡ s♣r✐♥❣ st✐✛♥❡ss ✐s ✉♣❞❛t❡❞

❢♦r t❤❡ ♥❡①t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

kc,i ←































kc,i

(

ǫi
max(Ei)

+ 1
)

✐❢ ti + T∆ < Tm

kc,i

(

ǫi
max(Ei)

+ 1
)−1

✐❢ ti − T∆ > Tm

kc,i ✐❢ |ti − Tm| ≤ T∆.

✭✹✳✶✵✮

❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♣❞❛t❡ ✐s ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

s❤♦✇♥ t♦ r❡s✉❧t ✐♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r t②♣❡ ♦❢ s♣r✐♥❣✲♠❛ss✲❞❛♠♣❡r s②st❡♠

✐♥ ❬✼❪✳ ❚❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ith ❛❣❡♥t ❛r❡ bi = 0.5
√

max (kp,i, kc,i) [A2.14]✱

s✐♠✐❧❛r t♦ ❏❡♥s❡♥✲◆❛✉ ❡t✳ ❛❧✳ ❬✼❪✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❧♦♦♣ [A2.8− 21] r✉♥s ✉♥t✐❧ t❤❡

s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❛❣❡♥t i = 1, 2, . . . , N ✱ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ T∆ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞

♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❈❱❚ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✉♣❞❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❆ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞ [A2.8]

t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❧♦♦♣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ r❡s✉❧t ✐s r❡t✉r♥❡❞ ✐♥ ✜♥✐t❡ t✐♠❡✳
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❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛♥❞❧❡s t❤❡ s✐♠✉✲

❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ts✬ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛②♣♦✐♥ts t♦ s❛t✐s❢② ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts

❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✜❡❧❞✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡

❞❡♣❧♦②❡❞✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❛②♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❜❡❣✐♥s [A2.22]✳ ❆❣❡♥ts tr❛✈❡rs❡ t❤❡ ✇❛②♣♦✐♥t ❞❡✜♥❡❞ ♣❛t❤s ❛♥❞

❛♣♣❡♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ X ❛♥❞ Ỹ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❉✉❡ t♦ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s

❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ t✐♠❡ ❡❧❛♣s❡❞

s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✐s r❡♣♦rt❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ✉♣✲

❞❛t❡❞ [A2.23]✳ ❚❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛r❡

❝♦♠♣❧❡t❡✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❙❛t✐s❢②✐♥❣ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✉s✐♥❣ ♠❈❱P● ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❣❡♥ts

❘❡q✉✐r❡✿ Tm ≥ 0 ✴✴ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡

❘❡q✉✐r❡✿ T∆ ≥ 0 ✴✴ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ t♦❧❡r❛♥❝❡

❘❡q✉✐r❡✿ N ✴✴ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts

❘❡q✉✐r❡✿ Nw ✴✴ t♦t❛❧ ♥✉♠✳ ✇❛②♣♦✐♥ts ✐♥ ♠✐ss✐♦♥

❘❡q✉✐r❡✿ Nc ✴✴ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❝②❝❧❡s

❘❡q✉✐r❡✿ γ0 ✴✴ ✐♥✐t✳ s♣r✐♥❣✱ ❞❛♠♣✳ ❝♦♥st❛♥ts

❘❡q✉✐r❡✿ Q ⊂ R
2 ✴✴ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥

❘❡q✉✐r❡✿ P ✴✴ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts s❡t

❘❡q✉✐r❡✿ I ✴✴ ♠❛①✐♠✉♠ ✐t❡r❛t✐♦♥s

❘❡q✉✐r❡✿ Is ✴✴ ♠❛①✐♠✉♠ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ♠❈❱P●

❘❡q✉✐r❡✿ {v̄i}Ni=1 ✴✴ ❛❣❡♥ts✬ t❛r❣❡t s♣❡❡❞

✶✿ X ←, Ỹ ← ✴✴ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♥✉❧❧

✷✿ W ← ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❲❛②♣♦✐♥ts (N,Nw,Q)
✸✿ C ← ⌈Nw/Nc⌉ ✴✴ ♥✉♠✳ ✇♣ts ♣❡r ❝②❝❧❡

✹✿ ❢♦r g = {1, 2, . . . , Nc} ❞♦
✺✿ J← ❡✈❛❧✉❛t❡❈♦st

(

X, Ỹ ,P
)

✴✴ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❝♦st ❢✐❡❧❞

✻✿ {γi}Ni=1 ← ✐♥✐t❙❉s(γ0)
✼✿ b← 0 ✴✴ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r

✽✿ ✇❤✐❧❡ b < I ❞♦

✾✿ W ← ♠❈❱P●
(

W ;N, {γi}Ni=1, g, C, J, 10
−4, Is, {di}Ni=1

)

✶✵✿ ❢♦r α = {1, 2, . . . , N} ❞♦
✶✶✿ tα ← s✐♠✉❧❛t❡❆❣❡♥t (Wα; sα (T (wα,gC)) , g, C, v̄α)
✶✷✿ ǫα ← Tm − tα ✴✴ s✐♠✳ t✐♠❡ ❡rr♦r

✶✸✿ ✐❢ |ǫα| > T∆ t❤❡♥

✶✹✿ γα ← ✉♣❞❛t❡❙❉s (ǫα, Tm,γα)
✶✺✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✻✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✼✿ ✐❢ |ǫi| ≤ T∆ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N t❤❡♥

✶✽✿ ❜r❡❛❦

✶✾✿ ❡♥❞ ✐❢

✷✵✿ b← b+ 1
✷✶✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✷✷✿
(

X, Ỹ , tm

)

← ❝♦❧❧❡❝t❉❛t❛
(

W , N, g, C,X, Ỹ
)

✴✴ ❛❝t✉❛❧ ♠✐ss✐♦♥

✷✸✿ Tm ← Tm − tm ✴✴ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡

✷✹✿ ❡♥❞ ❢♦r
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✹✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s✐♠✉❧❛t❡❞ ●Ps

❣❡♥❡r❛t❡❞ ✈✐❛ ❈❤♦❧❡s❦②✬s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✭✷✳✻✮✳ ❊❛❝❤ ●P

r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ θ = [ζ, ω, σ2
0]

⊺
= [0, ωt, 1]

⊺ ❛s t❤❡ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs

✇❤❡r❡ ωt ✐s ❛ s❡❧❡❝t❡❞ ❡♥tr② ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡HC ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ wD = hD = 0.5ω✱

wG = hG = 1.5ω ❛♥❞ Mmin = 10✳ ■♥ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t✇♦ ♣❛✐rs ♦❢ ❛❣❡♥ts

♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ●P❀ ♦♥❡ ♣❛✐r ❛tt❡♠♣ts t♦ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦st

❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✹✳✻✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛✐r tr❛✈❡❧s ❛❧♦♥❣ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❧❛✇♥♠♦✇❡r ♣❛t❤✳ ❚❤❡

❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣

❡rr♦r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♥❛✐✈❡✱ ❧❛✇♥♠♦✇❡r s✉r✈❡② ❣✐✈❡♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✹✳✷✳✶ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❙❡t✉♣

❊❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❣❡♥ts✳

❉❡s✐❣♥❛t❡❞ t❤❡ ✏❧❡❛❞❡r✑✱ t❤✐s ❛❣❡♥t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ t❛r❣❡t s♣❡❡❞ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇❛t❤s

❛r♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❧❛✇♥♠♦✇❡r ♣❛t❤ t♦ s✉r✈❡② t❤❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♠✐ss✐♦♥

t✐♠❡ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s t❛r❣❡t s♣❡❡❞ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇❛t❤s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r

❛❣❡♥t✱ ♦r ✏❢♦❧❧♦✇❡r✱✑ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t t❤r❡❡ s✇❛t❤s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ✇❤✐❧❡ ✐ts

s♣❡❡❞ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ❞❡♣✐❝ts ❛ ❧❡❛❞❡r ✇✐t❤ ❢♦✉r ❛ss✐❣♥❡❞

s✇❛t❤s✱ s♣r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ s✉r✈❡② r❡❣✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t Q✳ ❚❤❡ ✇❛②♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥

t❡r♠s ♦❢ s✇❛t❤ ✇✐❞t❤✱ cw✳ ❚❤❡ s✇❛t❤ ✇✐❞t❤✱ Cw✱ ✐s t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✱ Qw✱

❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇❛t❤s✱ Nl✿ cw = Qw/ (Nl + 1)✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡

✐♥s❡t ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❜② cw/2 ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✇❛②♣♦✐♥ts ✐s s✉❝❤

t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t✲♠♦st ❛❣❡♥t tr❛✈❡❧s t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲♠♦st ❛❣❡♥t tr❛✈❡❧s t♦ t❤❡
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❧❡❢t✱ ❜♦t❤ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♠♦✈✐♥❣ ✉♣✇❛r❞✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞❡r ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✐ts ❛ss✐❣♥❡❞

c
w

Leader

Follower

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ✏❧❡❛❞❡r✑ ❛♥❞ ✏❢♦❧❧♦✇❡r✑ ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡
❧❡❛❞❡r ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❢♦✉r s✇❛t❤s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡r ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t❤r❡❡✳ P❛t❤s ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ✜❡❧❞ s♦ t❤❛t t❤❡ s❡♥s♦r ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ✐s ❡✈❡♥❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r❡❞ s❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥s
❞❡♣✐❝t t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ s✉r✈❡②❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣r❛② ✐s t♦ ❜❡ s✉r✈❡②❡❞
✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡r ❛❣❡♥t tr❛✐❧s t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❛s ✐ts t❛r❣❡t s♣❡❡❞ ✐s ❧❡ss❡r t♦ ❡♥s✉r❡
❝♦♠♠♦♥ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡s✳

✇❛②♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡r ❛❣❡♥t✬s t❛r❣❡t s♣❡❡❞ ✐s t❤❡♥ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❡❛❝❤

❛❣❡♥t ❛❝❤✐❡✈❡s ❛❧❧ ❛ss✐❣♥❡❞ ✇❛②♣♦✐♥ts ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡♥

tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❣❡♥ts t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s

✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❣❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❈♦✈❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s

❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✇✐t❤ ✸✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ●P s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ✸✻✵✵

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✴❢♦❧❧♦✇❡r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥ ❛ ❧❛✇♥♠♦✇❡r

♣❛tt❡r♥ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ✏❝♦♥tr♦❧✑ ❣r♦✉♣ t❤❛t ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❞❛♣✲
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❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ P❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥
❛❧❧ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐st❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞ ❛ sq✉❛r❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❧❡♥❣t❤s✳
❙♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉♥✐t✲❧❡ss ❛♥❞ s♣❡❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡
♠❛❥♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝❛♥ tr❛✈❡❧ ♣❡r s❡❝♦♥❞✳ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ❧❡♥❣t❤✲s❝❛❧❡s ❛r❡ ❛❧s♦
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

P❛r❛♠❡t❡r ❙②♠❜♦❧ ❱❛❧✉❡

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts N ✷
❆❣❡♥t s♣❡❡❞ v (0.01, 0.02, 0.04) s−1

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ σ2
η {0.0, 0.05, 0.15} ♠2

●P ❧❡♥❣t❤✲s❝❛❧❡ ω {0.1, 0.2, 0.3, 0.5}
◆✉♠❜❡r ♦❢ s✇❛t❤s ❢♦r ❧❡❛❞❡r ❛❣❡♥t Nl {6, 7, 8, 9, 10}

◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥s Nc ✶✵
❆❣❡♥t ♠❛ss m ✶ ❦❣

❆❣❡♥t ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ I ✵✳✶ ❦❣·♠2

▼❛①✐♠✉♠ t❤r✉st umax ✶✵ ❦❣·❢

t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡

✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛❣❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣✲

t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ Nw ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛✇♥♠♦✇❡r ♣❛tt❡r♥ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡

❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♥❞ ❛❣❡♥ts✳

✹✳✷✳✷ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✹✳✹❛ ❝♦♠♣❛r❡s

❛❣❡♥ts ♠❛t❝❤✐♥❣ s♣❡❡❞ ♦✈❡r ✈❛r②✐♥❣ ●Ps ✇✐t❤ ♥♦✐s② ❛♥❞ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①❝❡❡❞s t❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛✇♥♠♦✇❡r ♣❛tt❡r♥ ✐♥ ✜❡❧❞s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲s❝❛❧❡ ✐s s♠❛❧❧ r❡❧❛✲

t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ❆s t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✺✵✪ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❛♥❞ ❧❛✇♥♠♦✇❡r ♣❛tt❡r♥s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ s✐♠✐❧❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ❡rr♦rs ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ✈❡r②

❧✐tt❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱

t❤❡ s❛♠❡ tr❡♥❞ ❡①✐sts✱ ❜✉t ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✳ ❚❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠❡❛✲
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s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✜❧t❡r❡❞ ❦r✐❣✐♥❣ ❛❞❞s ❞✐✣❝✉❧t② t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s

♣r♦♣❡r ♣❛t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❧❡ss r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✹✳✹❜ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡✲

♥❡♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✈❡r ❛ ●P

✇✐t❤ ❛ ❧❡♥❣t❤✲s❝❛❧❡ ♦❢ ✵✳✷✳ ❚❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ s❤♦✇s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇❛t❤s ❛❝r♦ss

❜♦t❤ ❛❣❡♥ts✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡r ❛❣❡♥t ❛❧✇❛②s tr❛✈❡❧s t❤r❡❡ s✇❛t❤s✱ t❤❡ ❧❡❛❞❡r

t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ t❤r❡❡ t♦ s❡✈❡♥ s✇❛t❤s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ✈❛r✐❡s ✐ts s♣❡❡❞

❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✵✶s−1✱ ✵✳✵✷s−1✱ ❛♥❞ ✵✳✵✹s−1 ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡r ❛❧t❡rs ✐ts s♣❡❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡

❝♦♠♠♦♥ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤✐s ♣❧♦t s❤♦✇s t❤❡ ✐♥s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✈❛r✐✲

❛t✐♦♥s ✐♥ s♣❡❡❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝❧♦s❡ tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r❧② ❝❧♦s❡

tr❡♥❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛s ❛ s❛♥✐t② ❝❤❡❝❦✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣✲

t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❝✉r✈❡s s❤♦✇ t❤❡ ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ r❡t✉r♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s

♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ❛❧❧ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ s❡♥s✐♥❣
q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❛❧ ✜❡❧❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠✐ss✐♦♥
t♦ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ❜❡✐♥❣ ♣❛r✐t②✱ ❛ r❛t✐♦ ♦❢ ✶✿✶✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r ❛ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ✇✐t❤ σ2

0 = 1 ❛♥❞ ω = 0.1✳ ◆✐♥❡t② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♣❧✐t
❡✈❡♥❧② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✳

❈❛s❡s
❉②♥❛♠✐❝s ❙❡♥s✐♥❣

❘❡s✉❧ts
❊q✉❛❧ ❍❡t❡r♦✳ ❊q✉❛❧ ❍❡t❡r♦✳

✶ ❳ ❳

1.08
1.05

1.41
1.16

✷ ❳ ❳
✸ ❳ ❳
✹ ❳ ❳

✹✳✷✳✸ ■❧❧✉str❛t✐✈❡ ❊①❛♠♣❧❡

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✲

✉r❡ ✹✳✺✳ ❙✉❜✜❣✉r❡s ✹✳✺❛ ❛♥❞ ✹✳✺❜ ❛r❡ t❤❡ ♣❧❛♥♥❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞ ❝♦st ✜❡❧❞ ❛❢t❡r
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ P❛♥❡❧
✭❛✮ ❝♦♠♣❛r❡s ✜♥❛❧ ♠❡❛♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡rr♦r ♦✈❡r ❛❧❧ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❧❡♥❣t❤✲s❝❛❧❡s ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❛❣❡♥ts✬
s♣❡❡❞s ❛r❡ 0.01s−1 ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ♥♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✏◆♦✐s❡✲❢r❡❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✑✮
❛♥❞ σ2

1,η = 0.15, σ2
2,η = 0.05 ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ❝❛s❡ ✭✏◆♦✐s② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✑✮✳ P❛♥❡❧ ✭❜✮

❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛❣❡♥t s♣❡❡❞ ♦♥ ▼❊ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❡♥❣t❤✲s❝❛❧❡ ♦❢ ✵✳✷✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡r
❛❣❡♥t ❝♦♥s✐st❡♥t❧② tr❛✈❡❧s t❤r❡❡ s✇❛t❤s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ t❤r❡❡ t♦ s❡✈❡♥ s✇❛t❤s
✇❤✐❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❛t ✈❛r②✐♥❣ s♣❡❡❞s✳

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❝②❝❧❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t

♠❛❦❡s ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏♠✐ss✐♦♥ ✶✑✳ ❙✉❜✜❣✉r❡s ✹✳✺❞

❛♥❞ ✹✳✺❝ ❛r❡ t❤❡ ♣❧❛♥♥❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞ ❝♦st ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✲st❡♣s ❛s t❤❡

❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ✏♠✐ss✐♦♥ ✷✑❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞

❧✐♥❡ ❤❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
1,η = 0.15 ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✇❤✐t❡ ❧✐♥❡ ❛❣❡♥t ❤❛s ❛♥

❡rr♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ σ2
2,η = 0.05✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣

✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺❢ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛✇♥♠♦✇❡r s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺❝✳ ▼✐ss✐♦♥ ✶ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s ❤♦✇ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥



✹✹

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥s ❣✐✈❡♥ v = 0.01s−1✱ Nl = 3✱ ❛♥❞ ω = 0.2✳ ❋r♦♠
❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✿ ♣❛♥❡❧ ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦st ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛♥♥✐♥❣
❤♦r✐③♦♥ ❣✐✈❡♥ ♥♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ❢♦r ❡✐t❤❡r ❛❣❡♥t✳ P❛♥❡❧ ✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛t❤s t❛❦❡♥
❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛❣❡♥ts ❢r♦♠ ✭❛✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦st ✜❡❧❞ ✇❤✐❧❡ ✭❝✮ ✐s t❤❡ ♣❛t❤ ❛♥❞ ❝♦st
✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❣❡♥ts✳ P❛♥❡❧ ✭❞✮ ✐s t❤❡ s❛♠❡ s♥❛♣ s❤♦t ❛s ✭❛✮ ❣✐✈❡♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡
σ2
1,η = 0.15 ❢♦r t❤❡ r❡❞ ❛❣❡♥t ❛♥❞ σ2

2,η = 0.05 ❢♦r t❤❡ ✇❤✐t❡ ❛❣❡♥t✳ ✭❡✮ ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛t❤ ❛♥❞
❝♦st ✜❡❧❞ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✭❞✮✳ ✭❢✮ ✐s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✜❡❧❞ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♠✐ss✐♦♥ ♦❝❝✉rr❡❞✳

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❝♦✈❡r r♦✉❣❤❧② ❝♦♠♠♦♥ ✜❡❧❞ ❛r❡❛ ✇❤✐❧❡ ❛tt❡♠♣t✐♥❣

t♦ ❢♦❧❧♦✇ str❡t❝❤❡s ♦❢ ♣❡❛❦s ❛♥❞ ✈❛❧❧❡②s ❛s t❤❡② ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ▼✐ss✐♦♥ ✷

s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ✇❤✐t❡ ❛❣❡♥t✱ ❤❛✈✐♥❣ ❜❡tt❡r s❡♥s✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✱ s❡❡❦s t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡

r❡❞ ❛❣❡♥t ✇❤✐❝❤ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❡①❝❡ss✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳



❈❍❆P❚❊❘ ✺✿ ❉❊❙■●◆ ❖❋ ❆❯❚❖◆❖▼❖❯❙ ❙❯❘❋❆❈❊ ❱❊❙❙❊▲❙

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡ss ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❙✉r❢❛❝❡ ❱❡ss❡❧s ✭❆❙❱✮ ✉s❡❞ ❢♦r t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✲

✐❞❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡s✐❣♥✱ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❝r✐t❡r✐❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ s②st❡♠ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ❢♦r r❡q✉✐r❡❞ t❡st✐♥❣✱ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

✺✳✶ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

❚❤❡r❡ ❡①✐st ♥✉♠❡r♦✉s ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s s✉r❢❛❝❡ ✈❡ss❡❧s ❢♦r t❤❡

♣✉r♣♦s❡s ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❞✉❝ts ❛r❡ r♦❜✉st r♦❜♦ts ❝❛♣❛❜❧❡

♦❢ ❝❛rr②✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛r s❡♥s♦r ♣❛❝❦❛❣❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ✉s❡rs t♦ ♣❡r❢♦r♠ s❤♦rt✱ ❛✉t♦♠❛t❡❞

♠✐ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶❛ s❤♦✇s s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ❆❙❱s✿

❖❝❡❛♥❳✬s ▼❊✶✷✵ ❬✹✸❪✱ ✺✳✶❜ ✐s ❊✈♦❧♦❣✐❝s✬ ❙♦♥♦❜♦t ❬✹✹❪✱ ❛♥❞ ✺✳✶❝ ✐s ▼❛r✐t✐♠❡ ❘♦❜♦t✐❝s✬

❖tt❡r ❬✹✺❪✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ r♦❜♦ts ❛r❡ ♦✉t✜tt❡❞ ♥❛t✐✈❡❧② ✇✐t❤ s♦♥❛r ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❜❛t❤②✲

♠❡tr✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡✐r s❡♥s✐♥❣ s✉✐t❡ ❛s ♥❡❡❞❡❞✳



✹✻

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❙✉r❢❛❝❡ ❱❡ss❡❧s ❢♦r ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t❛❧ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✳

❚❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠s s❤♦✇♥ ✐♥ ✺✳✶ ❝♦♠❡ ✇✐t❤ ♣r♦♣r✐❡t❛r② s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s t♦ ❝♦♥✜❣✉r❡

t❤❡✐r ♠✐ss✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❝❧♦s❡❞ ❡❝♦s②st❡♠✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❝♦st✱

♠❛❦❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❆❙❱s ✉♥❛ttr❛❝t✐✈❡ t♦ r❡s❡❛r❝❤ ❧❛❜s ✇❤♦s❡ ♥❡❡❞s ❞✐✛❡r

❢r♦♠ t❤❡ ♥❡❡❞s ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦r ✐♥❞✉str②✳ ❚❤❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❙②st❡♠s

▲❛❜♦r❛t♦r② ❛t ❯◆❈❈ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❧♦✇✲❝♦st ❛♥❞ ♦♣❡♥

s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ✢❡❡t ♦❢ ❆❙❱s t♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛

s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t ✇❤✐❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❛✉t♦♥♦♠② ❛♥❞

❝♦♥tr♦❧s r❡s❡❛r❝❤✳

❚❤❡ ❣♦❛❧s ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✭✶✮ ❛ ♣❡r ✈❡❤✐❝❧❡ ❝♦st ♦❢ < $5000 ✇✐t❤

❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t✇♦ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ✭✷✮ ❛♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇r✐tt❡♥ ♠♦st❧②

✐♥ ▼❛t❧❛❜✱ ✭✸✮ ❧♦✇ ✇❡✐❣❤t ❢♦r ❡❛s❡ ♦❢ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✭✹✮ ❛ ♠♦❞✉❧❛r s❡♥s♦r s✉✐t❡✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❣♦❛❧s ✇❡r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡

❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❯◆❈❈ ❆❙❱✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛ss✐s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❧❛②♦✉t ♦❢ ❡❧❡❝tr✐✲
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❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡

s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❡♥s♦rs ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r✐t②

♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ s❡♥s♦r ♣❛❝❦❛❣❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✹ ♦✈❡r✈✐❡✇s

t❤❡ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉s✐♥❣ ▼❛t❧❛❜✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥

♣r❡s❡♥ts ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s✳

✺✳✷ ❆❙❱ ❉❡s✐❣♥ ❖✈❡r✈✐❡✇

❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡ss ❜❡❣❛♥ ✇✐t❤ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ s②st❡♠s ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t

t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣♦❛❧s ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✇❤✐❝❤

❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳ ❑❡② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ❛r❡ ❜r♦❦❡♥ ♦✉t ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢

t❤❡s❡ s②st❡♠s ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❡tr✐❝s ❞❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❧♦✇✲❝♦st

s②st❡♠✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❆❙❱s ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥♥❡❞ ❯◆❈❈
❆❙❱✳

▲❡♥❣t❤

✭♠✮

❲✐❞t❤

✭♠✮

▼❛① ❙♣❡❡❞

✭♠✴s✮

❇❛tt❡r② ▲✐❢❡

✭❤✮

❈♦♠♠✳ ❘❛♥❣❡

✭❦♠✮

❲❡✐❣❤t

✭❦❣✮

▼❊✶✷✵ ✷✳✺ ✶✳✹ ✺ ✻ ✺ ✶✺✵

❖tt❡r ✷ ✶✳✵✽ ✶✳✺✹ ✾ ✲ ✻✺

❙♦♥♦❜♦t ✺ ✶✳✸ ✵✳✾✷ ✺ ✾ ✶✳✺ ✷✼

❯◆❈❈ ✵✳✾ ✵✳✼ ✶✕✷ ✶✕✷ ✶ <✶✽

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r ✇❛s ❞❡s✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❯◆❈❈ ❆❙❱ t♦

❛❧❧♦✇ ❢♦r ♦♥❜♦❛r❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♦❢
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❘❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❯◆❈❈ ❆❙❱ ♣❧❛t❢♦r♠✳

♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t♦♣ s♣❡❡❞ ✇❡r❡ ❞❡❡♠❡❞ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦❢

❝♦♠♣✉t❡ ♣♦✇❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✐s ❛ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✳

✺✳✷✳✶ ❙❡♥s♦r ❙✉✐t❡

❚❤❡ s❡♥s♦r s✉✐t❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞❡✈✐❝❡s ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢

t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s s②st❡♠✱ s✉❝❤ ❛s ❤❡❛❞✐♥❣✱ r❡❧❛t✐✈❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ s♣❡❡❞✱ ❡t❝✳✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

s❡♥s♦rs ❢♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✳ ❙❡♥s♦rs ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣r✐♦r t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❡♥s♦rs ❛♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t s❡♥s♦r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣

s②st❡♠✳

✺✳✷✳✶✳✶ ❆tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❍❡❛❞✐♥❣ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❙②st❡♠ ✭❆❍❘❙✮

❋♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝♦♥tr♦❧✱ t❤❡ r♦❜♦t s❤♦✉❧❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐ts ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳ ❋♦r t❤✐s✱ ❛♥ ❆tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❍❡❛❞✐♥❣ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❙②s✲



✹✾

t❡♠ ✭❆❍❘❙✮ ❝♦♠❜✐♥❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡♥s♦r ✐♥♣✉ts t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦rs

t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆❍❘❙s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❣②r♦s❝♦♣❡

❢♦r t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r r♦t❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♦❢ ❧✐♥❡❛r

❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡r ❢♦r s❡♥s✐♥❣ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s t♦ ❛❝t ❛s ❛

❝♦♠♣❛ss t♦ ❛❧✐❣♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❛rt❤✬s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❆❍❘❙ ✇✐❧❧ ❡♠♣❧♦② ❛

s❡♥s♦r ❢✉s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥❜♦❛r❞ t❤❛t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✉t✐❧✐③❡ ❛❧❧ t❤❡ s❡♥s♦rs t♦ ❣❡♥❡r❛t❡

❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ s❡♥s♦r

❛❧♦♥❡✳

❋♦r t❤❡ ❆❙❱s ✐♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱ t❤❡ ▲❖❘❉▼✐❝r♦str❛✐♥ ✸❉▼✲●❳✺ s❡r✐❡s ♦❢ ❆❍❘❙ ✇❛s

s❡❧❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡ ♦❢ s❡♥s♦rs ♣r♦✈✐❞❡s ❛❞✈❛♥❝❡❞ s❡♥s♦r ❢✉s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ ✉t✐❧✐③❡

❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ st❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s♦rs ❢r♦♠ t❤❡ ✸❉▼✲

●❳✺ s❡r✐❡s✿ t❤❡ ✸❉▼✲●❳✺✲✷✺ ❛♥❞ t❤❡ ✸❉▼✲●❳✺✲✹✺✳ ❚❤❡ ✲✹✺ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ●❧♦❜❛❧

◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ❙②st❡♠ ✭●◆❙❙✮ r❡❝❡✐✈❡r ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✲✷✺ ❞♦❡s ♥♦t✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✳✷

❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s♦rs✳

❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❆❙❱ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❆❍❘❙ ✉♥✐t ✉s❡s t❤❡

▲❖❘❉ ❉❛t❛ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s Pr♦t♦❝♦❧✱ ❛ ♣r♦♣r✐❡t❛r② ♣❛❝❦❡t✐③❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛❧✲

❧♦✇s ❢♦r ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r♠❛t✳ ▲❖❘❉ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Pr♦❣r❛♠✲

♠✐♥❣ ■♥t❡r❢❛❝❡ ✭❆P■✮ ❢♦r ❡❛s② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❍❘❙ t❛r❣❡t✐♥❣ ❈✰✰✱ P②t❤♦♥ ❛♥❞

✳◆❊❚ ❬✹✻❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s✉♣♣❧✐❡❞ ❆P■ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ ▼❛t❧❛❜ ♦♥

▲✐♥✉① s②st❡♠s ❛ ❝✉st♦♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❖❘❉ ❉❛t❛ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s Pr♦t♦✲

❝♦❧ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❈✰✰ t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ ♣❛❝❦❡t✐③❡❞ ❤❡①❛❞❡❝✲

✐♠❛❧ ❢♦r♠❛t ❦♥♦✇♥ ❛s ▼✐❝r♦❙tr❛✐♥ ■♥❡rt✐❛❧ P❛❝❦❡t✱ ♦r ▼■P✱ t♦ ❛ ◆▼❊❆✲❧✐❦❡ str✐♥❣
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❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✸❉▼✲●❳✺ s②st❡♠s✳

❉❡s❝r✐♣t♦r ▼■P ■❉ Pr♦✈✐❞❡❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✩❊❯▲❊❘❴❊❋ ✭✵①✽✷✱✵①✵✺✮ ❘♦❧❧✱ P✐t❝❤✱ ❨❛✇
✩❊❯▲❊❘❴❘❆❚❊ ✭✵①✽✷✱✵①✵❡✮ ❘♦❧❧ ❘❛t❡✱ P✐t❝❤ ❘❛t❡✱ ❨❛✇ ❘❛t❡
✩❊❋❴❙❚❆❚❯❙ ✭✵①✽✷✱✵①✶✵✮ ❋✐❧t❡r ❙t❛t❡

❢♦r♠❛t ❢♦r ❡❛s② ❞❡❜✉❣❣✐♥❣✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ♠♦st ✉t✐❧✐③❡❞ ❝♦♠♠❛♥❞s ❢♦r r❡❛❞✐♥❣

♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❣✉❧❛r r❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ t❤❡ ❊❑❋ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥

t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✳

✺✳✷✳✶✳✷ ●❧♦❜❛❧ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❙②st❡♠ ✭●P❙✮

❚❤❡ ❆❙❱ ✐s ♥♦♠✐♥❛❧❧② ❝♦♥✜❣✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✸❉▼✲●❳✲✷✺ ❆❍❘❙ ❛♥❞ ✉t✐❧✐③❡s ❛ ❇❯✲

✸✺✸❙✹ ●P❙ r❡❝❡✐✈❡r ❢♦r ♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡❝❡✐✈❡r ♣r♦✈✐❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❛ r❛t❡ ♦❢ ✶ ❍③ ✐♥ ❞❡❣r❡❡s ❧❛t✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ❇❯✲✸✺✸❙✹ ✉t✐❧✐③❡s

t❤❡ ◆▼❊❆✲✵✶✽✸ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r

❯❙❇ ❬✹✼❪✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸ s❤♦✇s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ◆▼❊❆ ❝♦❞❡s s❡♥t ❜② t❤❡ ●P❙ r❡❝❡✐✈❡r ✇❤✐❝❤

❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❜② t❤❡ ❆❙❱ s②st❡♠ ❢♦r ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

P❛❝❦❡t ❚②♣❡ ❯❚❈[1] ❚✐♠❡ ▲❛t✐t✉❞❡ ▲♦♥❣✐t✉❞❡ ❙t❛t✉s ❙❛t❡❧❧✐t❡ ■♥❢♦ ❙❖●[2]

✩●P●●❆ ❳ ❳ ❳ ❳

✩●P●❙❆ ❳ ❳

✩●P❘▼❈ ❳ ❳ ❳ ❳ ❳

✶ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ❚✐♠❡ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡❞

✷ ❙♣❡❡❞ ♦✈❡r ●r♦✉♥❞

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❇❯✲✸✺✸❙✹ ✉s✐♥❣ ◆▼❊❆✲✵✶✽✸ str✐♥❣ ❢♦r♠❛t✳

❚❤❡ ✩●P●●❆ ❛♥❞ ✩●P●❙❆ ♣❛❝❦❡ts s✉♣♣❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ st❛t✉s



✺✶

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣

✇✐t❤ t❤❡ ●P❙ r❡❝❡✐✈❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✩●P❘▼❈

❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ●P❙ ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤✐s

♣❛❝❦❡t t②♣❡ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ s♣❡❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ s❤♦✇s

t❤❡ ❢♦r♠❛t ♦❢ ❛ ✩●P❘▼❈ ◆▼❊❆✲✵✶✽✸ ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠❛✲❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r♠❛t

♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ♠❛❦❡s ✐t ❤✉♠❛♥✲r❡❛❞❛❜❧❡ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❢♦r ❞❡❜✉❣❣✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✳

\$GPRMC,hhmmss.ss,llll.ll,a,llll.ll,a,x.x,x.x,xxxx,x.x,a*hh

Speed over Ground, knots
Longitude, E/W

Latitude, N/S
Time (UTC)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❡t ❧❛②♦✉t ❢♦r r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❡❝✐✜❝ ●◆❙❙ ❞❛t❛✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❆❙❱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✜❣✉r❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✸❉▼✲●❳✺✲✹✺ ✐♥❡rt✐❛❧ ♥❛✈✲

✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✭■◆❙✮✳ ❚❤✐s ■◆❙ ✉♥✐t ✐♥t❡❣r❛t❡s ●P❙ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❇❯✲✸✺✸✲❙✹

❜❡❝♦♠❡s r❡❞✉♥❞❛♥t✳ ❚❤❡ ✸❉▼✲●❳✺✲✹✺ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❛ r❛t❡

♦❢ ✹ ❍③✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✸❉▼✲

●❳✺✲✹✺ ✐s ♠♦r❡ ♦♣❛q✉❡ t❤❛♥ t❤❡ ◆▼❊❆ str✐♥❣ ❢♦r♠❛t✳ ❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦

♣❛rs❡ t❤❡ s❡♥s♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s tr❛♥s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♥t♦ ❛ ◆▼❊❆✲❧✐❦❡ str✐♥❣ ❢♦r

●◆❙❙ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t ✉s❡❞ ❢♦r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹

s❤♦✇s t❤❡ ♣❛❝❦❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ✸❉▼✲●❳✺✲✹✺ ❢♦r ♣❛rs✐♥❣ ❜② t❤❡ ♠❛✐♥

♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ▼❛t❧❛❜✳



✺✷

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ●◆❙❙ ♦✉t♣✉t ♦❢ ✸❉▼✲●❳✺✲✹✺✳

❉❡s❝r✐♣t♦r ▼■P ■❉ Pr♦✈✐❞❡❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✩●P❙ ✭✵①✽✶✱✵①✵✸✮
▲❛t✐t✉❞❡✱ ▲♦♥❣✐t✉❞❡✱

❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❆❝❝✉r❛❝②✱ ❱❡rt✐❝❛❧ ❆❝❝✉r❛❝②

✩●◆❙❙❴❙❚❆❚❯❙ ✭✵①✽✷✱✵①✵❡✮ ❋✐① ❚②♣❡✱ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❙❛t❡❧❧✐t❡s

✩◆❊❉ ✭✵①✽✷✱✵①✵✺✮ ❱❡❧♦❝✐t② ✭◆♦rt❤✱ ❊❛st✱ ❉♦✇♥✮

❇♦t❤ ●P❙ r❡❝❡✐✈❡rs ♣r♦✈✐❞❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡❣r❡❡s ❧❛t✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❊❛rt❤✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ●P❙ ❝♦♦r❞✐✲

♥❛t❡s r❡q✉✐r❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉♥✇✐❡❧❞②

✐❢ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♥✉♠❡r♦✉s t✐♠❡s✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♦r✲

❞✐♥❛t❡s✱ ❧❛t✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞❡ ❛r❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ❚r❛♥s✈❡rs❡ ▼❡r❝❛t♦r

✭❯❚▼✮ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❯❚▼ s②st❡♠ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ❊❛rt❤ ✐♥t♦ ✻✵ ♥♦rt❤✲s♦✉t❤

③♦♥❡s✳ ❲✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ③♦♥❡✱ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♠❡t❡rs ♥♦rt❤ ❛♥❞ ❡❛st ❢r♦♠ t❤❡

❡q✉❛t♦r ❬✹✽❪✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥

❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❯❚▼ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♣❛✐rs✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❆❙❱ ✇✐❧❧

❜❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s♦❧❡❧② ✐♥ ❯❚▼ ③♦♥❡ ✶✼◆✳

✺✳✷✳✶✳✸ ❉❡♣t❤ ❙❡♥s♦r

❚❤❡ ♠❛✐♥ s❡♥s♦r ♣❛❝❦❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ❆❙❱ ✐s t❤❡ ❇❧✉❡❘♦❜♦t✐❝s P✐♥❣ ❙♦♥❛r✳ ❚❤✐s s✐♥❣❧❡✲

❜❡❛♠ ❡❝❤♦s♦✉♥❞❡r ❡♠✐ts ❛ ✸✵ ❞❡❣r❡❡ ❜❡❛♠ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ✉♣ t♦ ✶✻✹

❢❡❡t ✉♥❞❡r✇❛t❡r✳ ❚❤❡ P✐♥❣ ❙♦♥❛r ✉s❡s ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ tr❛♥s❞✉❝❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✶✶✺

❦❍③ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣✉❧s❡ ✇❤✐❝❤ tr❛✈❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✱ t♦ t❤❡ ✢♦♦r ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ❜♦❞② ❛♥❞



✺✸

r❡t✉r♥s❀ t❤✐s ❛❝t✐♦♥ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳ ❆s t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡t✉r♥s t♦ t❤❡ tr❛♥s❞✉❝❡r✱

t❤❡ ❞✐❛♣❤r❛❣♠ ✐s ❞✐st✉r❜❡❞✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♦♥❜♦❛r❞ t❤❡

P✐♥❣ ❙♦♥❛r ❞❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❛✈❡ tr❛✈❡❧❡❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ❢r♦♠ s❡♥❞

t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞

s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ ❢♦r ❢r❡s❤✇❛t❡r ✐s ✶✺✵✵ ♠✴s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✳

Depth

Beam Width

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❙✐♥❣❧❡ ❜❡❛♠ ❡❝❤♦s♦✉♥❞❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❇❧✉❡❘♦❜♦t✐❝s ♣r♦✈✐❞❡s ❆P■s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❧❛♥❣✉❛❣❡s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ P✐♥❣ ❙♦♥❛r✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦ ♣❛❝❦❛❣❡s ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ▼❛t❧❛❜ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ s♦ ❛ ❝✉st♦♠ ❞r✐✈❡r ✇❛s

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✉s❡ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✳

✺✳✷✳✷ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧

❍♦✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✇❛t❡r✲t✐❣❤t P❡❧✐❝❛♥ ❝❛s❡ ❛r❡ ❛❧❧ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❙❱✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ s✉❜✲s②st❡♠s✿



✺✹

✭✶✮ ❜❛tt❡r✐❡s ❛♥❞ ♣♦✇❡r✱ ✭✷✮ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡♥s♦rs✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ❛❝t✉❛t♦r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳

❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ♣♦✇❡r❡❞ ❜② t✇♦ ✶✹✳✽ ❱ ✻✵✵✵ ♠❆❤ ✺✵❈ ▲✐P♦ ❜❛tt❡r✐❡s✳ ❚❤❡ ✜rst

❜❛tt❡r② ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛ st❛❜❧❡ ✶✷ ❱ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❉❈✲❉❈ ❝♦♥✈❡rt❡r ❢♦r ✉s❡ ✇✐t❤ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡♥s♦rs s✉❜✲s②st❡♠s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ▲✐P♦ ❜❛tt❡r② ❞✐r❡❝t❧② ♣♦✇❡rs t❤❡

♠♦t♦r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs t♦ ❛✈♦✐❞ ❝✉rr❡♥t ♦✈❡r❞r❛✇ ❝❛✉s✐♥❣ ❜r♦✇♥✲♦✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡

✈❡❤✐❝❧❡✬s ❝♦♠♣✉t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✐s ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❞✐❛❣r❛♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢

❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✉❜✲s②st❡♠s ✭✷✮ ❛♥❞ ✭✸✮✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s✉❜✲s②st❡♠ ✇❛s ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②❀

❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✸✳ ❚❤❡ ❛✉t♦♥♦♠② ❝♦♠♣✉t❡r ✐s

❛♥ ■♥t❡❧ ◆❯❈✶✵✐✼❋◆❍ P❈ ✇✐t❤ ✶✵t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐✼ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ ✸✷ ●❇ ♦❢ ❉❉❘✹

❘❆▼✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣✉t❡r ❛❝ts ❛s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❤✉❜ ❢♦r ❛❧❧ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♠❛♥❞s ❛

s❡♣❛r❛t❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♠♣✉t❡r r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐♥❣✳ ❲✐r❡❧❡ss

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✈✐❛ ♦♥❜♦❛r❞ ❲✐✲❋✐ ❛s

✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ❘❋❉✾✵✵① r❛❞✐♦ ♠♦❞❡♠✳ ❚❤❡ ❘❋❉✾✵✵① ✐s ❛ ✾✵✵ ▼❍③ tr❛♥s❝❡✐✈❡r ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢

❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ✇✐t❤ ✶ ❲ ♦❢ ♣♦✇❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈✐♥❣ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❦✐❧♦♠❡t❡rs

❛✇❛②✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❢♦r ♠❛♥✉❛❧ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡ ❙♣❡❦tr✉♠

❆❘✽✵✶✵❚ r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❙♣❡❦tr✉♠ ❉❳✽❡ r❡♠♦t❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲t♦✲

♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✷✳✹ ●❍③ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ♠♦❞❡st r❛♥❣❡✳
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R/C Receiver

Spektrum AR8010T

Multiplexer

Pololu 4-Channel Mux.

Autonomy Computer  
Intel NUC

Control Computer  
Arduino Uno R3

GPS

BU-353-S4

IMU

3DM-GX5-45

Wi-Fi

802.11ac

Battery

HRB Li-Po 6000mAh

900 MHz Radio

RFD900x

Sonar 1-D

BlueRobotics PingSonar

Electronic Speed Controller   
BlueRobotics ESC

Electronic Speed Controller   
BlueRobotics ESC

Thruster

BlueRobotics T200 Thruster

Thruster

BlueRobotics T200 Thruster

Legend

Three-phase

Internal PWM

USB ADC

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❍✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ ❆❙❱✳ ❆rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡ ♦✇♥❡rs❤✐♣
t❤r♦✉❣❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❝♦❧♦r✳

❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♠♣✉t❡r ✐s ❛♥ ❆r❞✉✐♥♦ ❯♥♦ ❘✸ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r r✉♥♥✐♥❣ ❛t ✶✻ ▼❍③

❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❆r❞✉✐♥♦ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s r❡❝❡✐✈❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠② ❝♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✬s t❤r✉st❡rs ❛♥❞ r❛❞✐♦

r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❇❧✉❡❘♦❜♦t✐❝s ❚✷✵✵ t❤r✉st❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦♥✲

tr♦❧ ❝♦♠♣✉t❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❇❧✉❡❘♦❜♦t✐❝s ❜❛s✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s♣❡❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs

✭❊❙❈s✮ t❤❛t ❝♦♥♥❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦✐❧ ♣❛❝❦s ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡✲♣❤❛s❡ ❜r✉s❤❧❡ss ♠♦t♦r

❞r✐✈✐♥❣ ❡❛❝❤ t❤r✉st❡r✳ ❇② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❞✉t② ❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡ P❲▼ s✐❣♥❛❧✱ ❡❛❝❤ t❤r✉st❡r

❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❢r♦♠ ❢✉❧❧ r❡✈❡rs❡ t❤r✉st t♦ ❢✉❧❧ ❢♦r✇❛r❞ t❤r✉st❡r ❛♥❞

❛♥② t❤r✉st ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✳ ❇❧✉❡❘♦❜♦t✐❝s ♣r♦✈✐❞❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡①♣❡❝t❡❞

t❤r✉st ❣✐✈❡♥ ❜❛tt❡r② ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ P❲▼ ❞✉t② ❝②❝❧❡ ❬✹✾❪✳ ❚♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠❛♥✉❛❧ ❝♦♥tr♦❧

✐♥t❡rr✉♣t✱ ❛ P♦❧♦❧✉ ✹✲❈❤❛♥♥❡❧ ❘❈ s❡r✈❡r ♠✉❧t✐♣❧❡①❡r ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❆r❞✉✐♥♦

❛♥❞ t❤❡ ❊❙❈s✳ ❚❤❡ ❙♣❡❦tr✉♠ ❆❘✽✵✶✵❚ ✇✐r❡❧❡ss r❡❝❡✐✈❡r ❛❧❧♦✇s ❢♦r r❡♠♦t❡ ♠❛♥✉❛❧

❝♦♥tr♦❧ ✉♣ t♦ ✶ ❦♠ ✐♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❆ s✇✐t❝❤ ♦♥ t❤❡ ❙♣❡❦tr✉♠ ❉❳✽❡ tr❛♥s♠✐tt❡r s❡❧❡❝ts
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t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡r t♦ t❤❡ ❊❙❈s ❢♦r r❡♠♦t❡ ♦r ❛✉t♦♥♦♠♦✉s

❝♦♥tr♦❧✳ ■♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✱ t❤❡ ❆❘✽✵✶✵❚ ✐s ♣r♦✲

❣r❛♠♠❡❞ t♦ ❝♦♠♠❛♥❞ ③❡r♦ t❤r✉st❡r ✇❤✐❧❡ ✐t ❛✇❛✐ts r❡✲❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳

❇❛tt❡r② ✈♦❧t❛❣❡ s❡♥s✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❤❛♥❞❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛❜♦✉t t❤❡ ❜❛tt❡r② ✈♦❧t❛❣❡ ❧❡✈❡❧s ❝❛♥ ❜❡ r❡q✉❡st❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠② ❝♦♠♣✉t❡r ❢♦r

❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ▲✐P♦ ❜❛tt❡r② ✈♦❧t❛❣❡ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

✶✸✳✺ ❱ t♦ ✶✻✳✺ ❱✱ t❤❡ ❆r❞✉✐♥♦ ✐s ♥♦t ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❜❛tt❡r② ✉s✐♥❣

✐ts ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❛❧♦❣✲t♦✲❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♥✈❡rt❡r✳ ❆♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❝✐r❝✉✐t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡

✈♦❧t❛❣❡ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ✐♥ ❛ r❡❛❞❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ❆r❞✉✐♥♦✳ ❚❤❡ ❝✐r❝✉✐t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻

❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ♦♣✲❛♠♣ ❝♦♥✜❣✉r❡❞ ❛s ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ❢♦❧❧♦✇❡r ✇✐t❤ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐✈✐❞❡r ✇✐t❤

❣❛✐♥ ♦❢ ✶✴✸✳ ❆ ❞✐♦❞❡ ❡♥s✉r❡s ♣r♦t❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❆r❞✉✐♥♦ ❛♥❞ ❞r♦♣s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❜②

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✳✺ ❱✳ ❆♥ ❡①❛❝t ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ✇❛s

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❜❡♥❝❤✲t♦♣ t❡st✐♥❣✳

+

-

3R

R

GND

GND IN

5V

GND

OUT

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❱♦❧t❛❣❡ ❞✐✈✐❞❡r ❢♦r ❜❛tt❡r② s❡♥s✐♥❣✳
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❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ s❡❝✉r❡❞ t♦ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✽✵✴✷✵ ❡①tr✉❞❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠

❢r❛♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ P❡❧✐❝❛♥ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡q✉✐♣♠❡♥t ✐s s❡❝✉r❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐❞

♦❢ t❤❡ ❝❛s❡ ✉s✐♥❣ ❛❞❤❡s✐✈❡s✳ ❚✇♦ ❡①t❡r♥❛❧ ✾✵✵ ▼❍③ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡ ❞✐♣♦❧❡ ✇❤✐♣ ❛♥t❡♥♥❛❡

❝♦♥♥❡❝t t♦ t❤❡ ❘❋❉✾✵✵① t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❢♦r t❤❡ r❛❞✐♦✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼

s❤♦✇s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✇✐r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ P❡❧✐❝❛♥ ❝❛s❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r ▲✐P♦ ❜❛tt❡r✐❡s✳

6000mAh LiPo 6000mAh LiPo

(Intel NUCi7FNH)
Autonomy Computer

(DCDC-USB-200)
Power Supply

Control Computer
(Arduino UNO R3) (3DM-GX5-45)

IMU

(AR8010T)
R/C Receiver

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❈♦♠♣❧❡t❡ P❡❧✐❝❛♥ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✺✳✷✳✸ ❍❛r❞✇❛r❡✱ ❋✐♥❛❧ ❇✉✐❧❞ ❛♥❞ ❚♦t❛❧ ❙②st❡♠ ❈♦st

❚♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦sts✱ t❤❡ ❝❤❛ss✐s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦✛✲t❤❡✲s❤❡❧❢ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❆❙❱s t♦

❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ q✉✐❝❦❧② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❛s ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✇❛s ❛❧s♦ ❞❡s✐❣♥❡❞

t♦ ❜❡ ♠♦❞✉❧❛r✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ✉s❡r t♦ ❞✐s❛ss❡♠❜❧❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠ ✐♥t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉❜✲

❛ss❡♠❜❧✐❡s ❢♦r ❡❛s❡ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❛♥❞ st♦r❛❣❡✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❡❛s②



✺✽

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♥s♦rs✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❉❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❆❙❱ ❢♦r tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ st♦r❛❣❡✳

❚❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s t❤❡ ❞✉❛❧ ♣♦♥t♦♦♥ ❝❛t❛♠❛r❛♥ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢

♣♦♥t♦♦♥s ❛r❡ ❝❛♥♦❡ st❛❜✐❧✐③❡rs ♣✉r❝❤❛s❡❞ ❢r♦♠ ❙♣r✐♥❣ ❈r❡❡❦ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦✲

✈✐❞❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✺✺ ❧❜s✳ ♦❢ ❜✉♦②❛♥❝② ✇❤❡♥ ❢✉❧❧② s✉❜♠❡r❣❡❞✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦❡ st❛❜✐❧✐③❡r

❦✐t ❝❛♠❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ❝r♦ss❜❡❛♠ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝✉t t♦ ❧❡♥❣t❤ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❞❡✲

s✐r❡❞ ✇✐❞t❤✳ ❈❛♠ ❧♦❝❦s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s❡❝✉r❡ ❡❛❝❤ ♣♦♥t♦♦♥ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s②st❡♠ ❞✐❞ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ s✉✣❝✐❡♥t r❡str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦♥t♦♦♥s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣

t❤❡♠ t♦ ❜❡ r♦t❛t❡❞ ✐❢ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r❝❡ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s✱ ❤♦❧❡s ✇❡r❡ ❞r✐❧❧❡❞

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝r♦ss❜❡❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦♥t♦♦♥ ♣♦st t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ❛ q✉✐❝❦ r❡❧❡❛s❡ ♣✐♥ ✇❛s

♣❧❛❝❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♥t♦♦♥ ❞✉r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❆t♦♣ t❤❡ ❝r♦ss❜❡❛♠ ✐s s❡❛t❡❞ t❤❡ P❡❧✐❝❛♥ ❝❛s❡ ❤♦✉s✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳

❖♥ ❡✐t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡✱ ✾✵✲❞❡❣r❡❡ ❜r❛❝❦❡ts ❛r❡ s❡❝✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ✶✴✹ ✐♥ ❜♦❧ts ❛♥❞

✐♥s✉❧❛t❡❞ r✐✈❡t ♥✉ts t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ r❡♠❛✐♥s ✇❛t❡rt✐❣❤t✳ ❚❤❡s❡ ❜r❛❝❦❡ts ❛r❡

t❤❡♥ s❡❝✉r❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦♥t♦♦♥ ❝r♦ss❜❡❛♠ ✉s✐♥❣ ✺✴✶✻ ✐♥ ♥✉ts ❛♥❞ ❜♦❧ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡



✺✾

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❆❙❱ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ❛♥❞ ❢r❛♠✐♥❣✳

❡❛s✐❧② r❡♠♦✈❡❞ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ P❡❧✐❝❛♥ ❝❛s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛ss✐s ♦❢ t❤❡ ❆❙❱✳ ❆ ❢r❛♠❡

❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦❢ ✷✵ ♠♠ ❛♥♦❞✐③❡❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ✽✵✴✷✵ r❛✐❧s r❡sts ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣♦♥t♦♦♥s

❛♥❞ ✐s s❡❝✉r❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ♣♦♥t♦♦♥ ❝r♦ss❜❡❛♠✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r s✐♠♣❧❡

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s s❡♥s♦rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠♦✉♥t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠✳

❚❤❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ❆❙❱s ❝♦♠♣r✐s❡s t✇♦ ❇❧✉❡❘♦❜♦t✐❝s ❚✷✵✵ t❤r✉st❡rs

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✳ ❚❤❡s❡ t❤r✉st❡rs ❛r❡ ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ✽✵✴✷✵ ❢r❛♠❡ ✇❤✐❝❤

✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛ss✐s ❢r❛♠✐♥❣✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ t❤r✉st❡rs t♦ ❜❡ r❛✐s❡❞

❛♥❞ ❧♦✇❡r❡❞ ❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ t❤r✉st❡r ✐s s✉❜♠❡r❣❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❈♦❜❛❧t s❡r✐❡s ❜✉❧❦❤❡❛❞ ❝♦♥♥❡❝t♦rs ❢r♦♠ ❇❧✉❡ ❚r❛✐❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣❡♥❡tr❛t❡ t❤❡ r❡❛r ♦❢

t❤❡ P❡❧✐❝❛♥ ❝❛s❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ q✉✐❝❦ ❝♦♥♥❡❝t ❛♥❞ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t ❢♦r ❡❛❝❤ t❤r✉st❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❆❙❱ ❞❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥t♦ ✐ts ❜❛s✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ P❡❧✐❝❛♥

❝❛s❡ ✐s r❡❛❞✐❧② r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ❤❛♥❞❧❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✜r♠❧②

❛✣①❡❞ ✇✐t❤✐♥✳ ❚❤❡ ♣♦♥t♦♦♥s ❛r❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❛♠❡ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ q✉✐❝❦

r❡❧❡❛s❡ ♣✐♥ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❛♥❞ ❧♦♦s❡♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛♠ ❧♦❝❦s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ✐s s❡❝✉r❡❞



✻✵

t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢r❛♠❡ ❜② ❢♦✉r ✻ ♠♠ s❝r❡✇s ✇❤✐❧❡ ❡❛❝❤ t❤r✉st❡r ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ❢r❛♠✐♥❣ ❜② ❧♦♦s❡♥✐♥❣ t✇♦ P❤✐❧❧✐♣s ❤❡❛❞ s❝r❡✇s✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡

❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r♦ss❜❡❛♠ ❜② ❡①tr❛❝t✐♥❣ t✇♦ s❝r❡✇s ❛♥❞ ❢♦❧❞❡❞ ✐♥ ❤❛❧❢ ❢♦r

st♦r❛❣❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❜✉✐❧❞ ♦❢ t❤❡ ❆❙❱ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧

❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ ✉♥✐t ❝♦st ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❋✐♥❛❧ ❆❙❱ ❜✉✐❧❞ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ s❡♥s♦r ♣❛❝❦❛❣❡✳

❚❤✐s ❝♦st ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ✸❉▼✲●❳✺✲✷✺ ❛♥❞ ❇❯✲✸✺✸❙✹ s❡♥s♦rs ❛r❡ ✉t✐❧✐③❡❞✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❜♦t❤ s❡♥s♦rs ✇✐t❤ t❤❡ ✸❉▼✲●❳✺✲✹✺✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞

s❡♥s♦rs ❝❛t❡❣♦r② ❜❡❝♦♠❡s ✩✹✸✼✹✳✻✺ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ✉♥✐t ❝♦st ♦❢ ✩✻✶✺✼✳✵✼✳

✺✳✷✳✹ ❙♦❢t✇❛r❡

❚❤❡ ❆❙❱s ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✇❛②♣♦✐♥t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ♠✐ss✐♦♥s

❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ ▼❛t❧❛❜ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡s✐❣♥ ✇❛s s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❡❛s❡

♦❢ ❞❡❜✉❣❣✐♥❣✱ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ t❡♥❡ts ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡s✐❣♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
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❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ❍✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❇✐❧❧ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s ❢♦r ❆❙❱ ♣❧❛t❢♦r♠✳

❈♦♠♣♦♥❡♥t ❈♦st

❈❤❛ss✐s ✩✽✼✸✳✶✶
Pr♦♣✉❧s✐♦♥ ✩✺✵✹✳✵✵
❇❛tt❡r✐❡s ❛♥❞ P♦✇❡r ❙✉♣♣❧② ✩✹✵✺✳✸✶
❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❙❡♥s♦rs✯ ✩✷✾✼✹✳✻✺

✩✹✼✺✼✳✵✼
✯ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❇❯✲✸✺✸❙✹ ❛♥❞ ✸❉▼✲●❳✺✲✷✺

❼ ❖♣❡♥✲s♦✉r❝❡ s♦❢t✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♠♦❞✐✜❡❞✳

❼ ❙✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❢✉t✉r❡ st✉❞❡♥ts t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ q✉✐❝❦❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞

t❤❡ ❝♦r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t ❛✉t♦♥♦♠② ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧s r❡s❡❛r❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ❝♦r❡ ❝♦❞❡✳

❼ ▼✐♥✐♠❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ ▼❛t❧❛❜ ✈✐rt✉❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦rt❛✲

❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛t❢♦r♠s✳ P♦rt❛❜✐❧✐t② s❤♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ✉♣♦♥ t❤❡ s❡♥s♦r ♣❛❝❦✲

❛❣❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡✈✐❝❡✳

❼ ❙✉✣❝✐❡♥t❧② tr❛♥s♣❛r❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ♦♥✲s✐t❡ ❞❡❜✉❣❣✐♥❣ ♦❢ ❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❆❙❱✬s ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r r✉♥s ❯❜✉♥t✉ ✷✵✳✵✹ ✇✐t❤ ▼❛t❧❛❜ ✷✵✷✶❜ ✐♥st❛❧❧❡❞✳ ❚♦

♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ♣r♦❣r❛♠ ❡❛s② ❛❝❝❡ss t♦ ❛❧❧ ❯❙❇ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❛ s②st❡♠ ✇❛s ❝♦♥✜❣✉r❡❞

t♦ ❛❧❧♦✇ ❤♦t✲♣❧✉❣❣✐♥❣ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛❞❞ ♦r r❡♠♦✈❡ ❛ ❞❡✈✐❝❡ ❢r♦♠ ❛ ♣r♦❣r❛♠

✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ♣r❡✈❡♥ts ❛♥② ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❯❙❇ ❞❡✈✐❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐✲

❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞✐sr✉♣t✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥

✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ▼❛t❧❛❜ ♣r♦❣r❛♠s ❛s t❤❡② ♦♥❧② ❡①♣♦s❡ ❛ s✐♥❣❧❡ t❤r❡❛❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r✱ ♠❡❛♥✲
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✐♥❣ ❛❧❧ ❡rr♦rs ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❇② ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ s♦❝❛t✱

❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣s❡✉❞♦✲t❡r♠✐♥❛❧s ❛❧❧♦✇ ❛ ✈❛❧✐❞ s❡r✐❛❧ str❡❛♠ t♦ ❜❡ ❡①♣♦s❡❞ t♦ ▼❛t❧❛❜ ❛t

❛❧❧ t✐♠❡s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❯❙❇ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡s❡ ♣s❡✉❞♦✲t❡r♠✐♥❛❧s ❛r❡

❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦✣❝✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s

t♦ s♣❡❛❦ ❞✐r❡❝t❧② ❬✺✵✱ ❝❤✳ ✶✼✳✾❪✳ ❲✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❡rr♦r ❤❛♥❞❧✐♥❣✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s ❝❛♥ ❞❡t❡❝t

✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t♦ ✐♥t❡r❛❝t✳ ■♥ t❤✐s

✇❛②✱ ❢❛t❛❧ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ❛r❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ s♦❝❛t

♣s❡✉❞♦✲t❡r♠✐♥❛❧s ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ t♦ t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ♣r♦❣r❛♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✳

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ✈✐rt✉❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛ ❤❛♥❞❧❡r ♦❜❥❡❝t ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ r❡❛❝ts

t♦ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♠❛♥♥❡r✳ ❲❤❡♥ ❞❛t❛ ❛rr✐✈❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡

♣s❡✉❞♦ t❡r♠✐♥❛❧✱ ❛♥ ✐♥t❡rr✉♣t ✐s tr✐❣❣❡r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ❧♦❣❣❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❋✐rst✲

■♥✲❋✐rst✲❖✉t ✭❋■❋❖✮ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❛❧ t✐♠❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❛❝❝❡ss t♦ s❡❡

✐❢ ❛♥② ♠❡ss❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❛t ❞❡✈✐❝❡ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❊❛❝❤ ❤❛♥❞❧❡r ♦❜❥❡❝t ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡

❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ♣❛rs✐♥❣ ♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s✱ str✉❝t✉r✐♥❣ ♦❢ ♦✉t❣♦✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s

❛♥❞ ❝❧❡❛♥✲✉♣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡✈✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✉t✐❧✐③❡❞✳

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✭♦r ❡①❡♠♣t✐♦♥✮ ♦❢ s❡♥s♦rs ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛❧✲

t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡r✐③❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦

❢❛✐❧ ❣r❛❝❡❢✉❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ tr② ✳ ✳ ✳ ❝❛t❝❤ st❛t❡♠❡♥ts t♦ ❧❡t ▼❛t❧❛❜

❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❝❧❡❛♥✲✉♣ ♦❢ ❛ ♠❛❧❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡✳

❲❤❡♥ ▼❛t❧❛❜ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐t st♦r❡s ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❙♣❡❝✐✜❝

❝❛❧❧s ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ st♦r❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r② ✐s ♣❛❝❦❛❣❡❞ ❛♥❞ s❛✈❡❞

♦♥t♦ t❤❡ ❤❛r❞ ❞✐s❦✳ ❙t♦r✐♥❣ ❛s ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r r❡s❡❛r❝❤

s②st❡♠s ❛♥❞ ❝❛r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ❡rr♦rs ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡ ❧♦❣❣✐♥❣ ✐ss✉❡s✳ ❚❤❡r❡✲
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❢♦r❡✱ ❛♥ ❙◗▲✐t❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇❛s ❝♦♥✜❣✉r❡❞ t♦ q✉✐❝❦❧② r❡❝❡✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ st♦r❡❞

t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ❉❛t❛❜❛s❡s ❛r❡ r♦❜✉st ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛②s t♦

❤♦❧❞ ❧❛r❣❡ st♦r❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❛r❞ ❞✐s❦✳ ❲✐t❤ r❛♣✐❞ r❡❛❞✴✇r✐t❡ r❛t❡s✱ t❤❡

❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ r❡❝❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r✉♥✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ st♦r✐♥❣

❧❛r❣❡✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❛rr❛②s ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❙◗▲✐t❡ ✇❛s

❝❤♦s❡♥ ❞✉❡ t♦ ✐ts s✐♥❣❧❡✲✜❧❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②

r✉♥♥✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡ ❢♦r ■✴❖✳

●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠② ❝♦♠♣✉t❡r ❧❛❝❦s ❛♥② ●❡♥❡r❛❧ P✉r♣♦s❡ ■♥♣✉t✴❖✉t♣✉t

✭●P■❖✮✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♠♣✉t❡r ❛❧❧♦✇s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❣✐t❛❧ ❛♥❞ ❛♥❛❧♦❣ ✇♦r❧❞✳

❆ r❛♣✐❞ ❞❛t❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❆✉t♦♥♦♠② ❈♦♠✲

♣✉t❡r t♦ ♠❛❦❡ r❡q✉❡sts ♦❢ t❤❡ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♠♣✉t❡r ✇❤❡♥ ❞❛t❛ ✇❛s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡

❈♦♥tr♦❧ ❈♦♠♣✉t❡r t❤❡♥ r❡s♣♦♥s❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s

t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡r ♠❡ss❛❣❡ ✇❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡

r❡q✉❡st✳

❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✸❉▼

❆❍❘❙ ❛♥❞ t❤❡ ❇❧✉❡❘♦❜♦t✐❝s P✐♥❣ ❙♦♥❛r✳ ❆❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s❡♥t ✐♥ ❤❡①❛❞❡❝✐♠❛❧

❢♦r♠❛t ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ✇❤✐❝❤ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤❡ ❛♥❛t♦♠② ♦❢

t❤❡ ♣❛❝❦❡ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✳ ❊✈❡r② ♣❛❝❦❡t ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t✇♦ ❜②t❡s✿ ❘

✭❤❡①❛❞❡❝✐♠❛❧ ✵①✺✷✮ ❛♥❞ ▲ ✭❤❡①❛❞❡❝✐♠❛❧ ✵①✹❝✮✳ ❇② s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦ st❛rt✐♥❣

❜②t❡s✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ♣❛❝❦❡t ❤❛s st❛rt❡❞ ♠❛❦✐♥❣ ♣❛❝❦❡t ❡rr♦r

❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r✳ ◆❡①t✱ ❛ ♣❛②❧♦❛❞ ❧❡♥❣t❤ ✐s s✉♣♣❧✐❡❞✳ ❋♦r t❤❡ t✐♠❡ ❜❡✐♥❣✱ t❤✐s

✈❛❧✉❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❢♦✉r ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s s✉✣❝✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

❝✉rr❡♥t❧② r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❆❙❱✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✉♣❞❛t❡❞
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R 

[0x52]

L 

[0x4C]
0x04 {S} {CS}

Header

Payload Length

Payload Descriptor

Payload

Checksum

✭❛✮

R 

[0x52]

L 

[0x4C]
0x04 0x01 {RQ} {CS}

Header

Payload Length

Acknowledge Payload

Checksum
Request Descriptor

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❉❛t❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❡t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛✉t♦♥♦♠② ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♠✲
♣✉t❡rs✳ ✭❛✮ ❝♦♠♠❛♥❞ ♣❛❝❦❡t✱ ✭❜✮ r❡s♣♦♥s❡ ♣❛❝❦❡t

✇❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r②✳

❆❢t❡r t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❧❡♥❣t❤ ❜②t❡✱ ❛ ♣❛②❧♦❛❞ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✐s ♣❧❛❝❡❞✳ ❋♦r ♣❛❝❦❡ts ❛❝❦♥♦✇❧✲

❡❞❣✐♥❣ ❛♥❞ r❡♣❧②✐♥❣ t♦ r❡q✉❡st✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ✵①✵✶✳ ❈♦♠♠❛♥❞ ♣❛❝❦❡ts ❝❛♥ ❝♦♥s✐st ♦❢

♥✉♠❡r♦✉s ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻✳ ❈♦♠♠❛♥❞ ♣❛❝❦❡ts

❤❛✈❡ ❛ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢♦✉r ❜②t❡s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ✇r✐t❡ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣ ✈❛❧✉❡ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✐♥✱ t❤❡ r❡q✉❡st❡r ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♣✐♥

♥✉♠❜❡r ✭✶ ❜②t❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ✈❛❧✉❡ t♦ s❡t ✭✷ ❜②t❡s✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❛♥❛❧♦❣❲r✐t❡ ✐♥ t❤❡

❆r❞✉✐♥♦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✮✳ ❲❤❡♥ r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ r❡q✉❡st✱ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ♠✉st ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡

❝♦♠♠❛♥❞ ❞❡s❝r✐♣t♦r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡r ❝♦♠♠❛♥❞ ✐s r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ r❡♣❧②✳



✻✺

❚❛❜❧❡ ✺✳✻✿ ▲✐st ♦❢ ♣❛❝❦❡t ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♠♣✉t❡r✳

❉❡s❝r✐♣t♦r ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ■♥♣✉ts ❖✉t♣✉ts
❖✛s❡t

✭❇②t❡s✮

▲❡♥❣t❤

✭❇②t❡s✮

✵①✷ ❘❡❛❞ ❆♥❛❧♦❣ P✐♥ P✐♥ ★

❘❡q✉❡st ✵ ✶

P✐♥ ★ ✶ ✶

❱❛❧✉❡ ✷ ✷

✵①✹ ❲r✐t❡ ❆♥❛❧♦❣ ❱❛❧✉❡
P✐♥ ★✱

❱❛❧✉❡

❘❡q✉❡st ✵ ✶

P✐♥ ★ ✶ ✶

❱❛❧✉❡ ✷ ✷

✵①✻
●❡t ❙t❛t✉s ♦❢

❙♣❡❦tr✉♠ ❘❡❝❡✐✈❡r
❙t❛t✉s ✵ ✶

✵①✼ ❙❡t ▼♦t♦r ❘P▼
▼♦t♦r ■❉✱

P❲▼ ✭❉✉t②✮

❘❡q✉❡st ✵ ✶

▼♦t♦r ■❉ ✶ ✶

❱❛❧✉❡ ✷ ✷

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞❛t❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♠♣✉t❡r t♦

❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠② ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠❛❥♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣

❢✉♥❝t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ ❆r❞✉✐♥♦✱ ❛❧❧ ❛❝t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ♦✈❡r t❤❡ s❡r✐❛❧ ♣♦rt

♣r✐♦r t♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❤❛s t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉✲

t♦♥♦♠② ❝♦♠♣✉t❡r✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♠♣✉t❡r ❝❛♥♥♦t ❛✉t♦♥♦♠♦✉s❧② st❡❡r t❤❡ ❆❙❱✳ ❚❤✐s

❢❡❛t✉r❡ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤❡ s②st❡♠ ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢❛✐❧✉r❡✳ ❚❤✐s

✇♦✉❧❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ r❡q✉✐r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ s❡♥s♦rs ♣♦st t❤❡✐r ✐♥✲
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❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠② ❝♦♠♣✉t❡r ✐s t❤❡ s♦❧❡ ❛✉t❤♦r✐t② r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝♦♥tr♦❧✳

✺✳✸ ▼♦❜✐❧❡ ❙❡♥s♦r ◆❡t✇♦r❦ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❊❛❝❤ ❆❙❱ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ♠♦❜✐❧❡ s❡♥s♦r ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧

♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ✭❡✳❣✳✱ ❛ P✐♥❣ ❙♦♥❛r✮✳ ❚❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❆❙❱ ✇✐t❤ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥

✇❤✐❝❤ s❡♥❞s ❝♦♠♠❛♥❞s ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡s s❡♥s♦r ❞❛t❛ r❡♠♦t❡❧② ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆s

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❆❙❱s ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞✱ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ❣r♦✇s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉r❞❡♥ ♦❢ r♦✉t✐♥❣ ❛♥❞

❡rr♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❣r♦✇s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧②✳

✺✳✸✳✶ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❈♦♥tr♦❧

❆ s✐♥❣❧❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❣r♦✉♥❞

st❛t✐♦♥ ❤❛♥❞❧❡s t❤❡ ❞❡❧❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐ss✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✉s❡r ❛ ✈✐❡✇

✐♥t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ st❛t✉s ♦❢ ❡❛❝❤ ❆❙❱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦

✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❉❡❧❧ ❱♦str♦✲✼✺✵✵ ❧❛♣t♦♣✱ ❛ ❲✐✲❋✐ r♦✉t❡r ❛♥❞

❛ ❘❋❉✾✵✵① ❝♦♥✜❣✉r❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐✲♣♦✐♥t ♠♦❞❡✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❆❙❱ ❝♦♥tr♦❧ s♦❢t✇❛r❡✱

t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ♣♦rts ❯❙❇ ❞❡✈✐❝❡s t❤r♦✉❣❤ ♣s❡✉❞♦ t❡r♠✐♥❛❧s ♣r✐♦r t♦ r❡❛❝❤✐♥❣

t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✷✳

▼✐ss✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❳▼▲ ❢♦r♠❛t ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦❛❞❡❞ ❜② t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

❝♦♠♠❛♥❞s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❳▼▲ ❢♦r♠❛t ❛r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ◆▼❊❆✲❧✐❦❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

♣r♦t♦❝♦❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ♠❡ss❛❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r

r♦❜✉st ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✉♥❞❡✜♥❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✿

❼ P❛❝❦❡t ✐❞❡♥t✐✜❡r
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❼ ❚❛r❣❡t ❞❡s❝r✐♣t♦r

❼ ❙♦✉r❝❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r

❼ ❈♦♠♠♦♥ ❝♦♠♠❛♥❞ t❛❜❧❡

❼ ❯♥✐q✉❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r

❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♠❡❡t t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐s t❡r♠❡❞ ❆❙❱▲❛♥❣✳ ▼✉❝❤ ❧✐❦❡

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ◆▼❊❆✲❧✐❦❡ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ✐t ✐s ❛ ♣❧❛✐♥✲t❡①t✱ ❝♦♠♠❛✲❞❡❧✐♠✐t❡❞

str✐♥❣ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ ♣r❡✜①❡❞ ❜② ❛ ❞♦❧❧❛r s✐❣♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞

❜② t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✇❤✐❝❤ s✐❣♥✐✜❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

❜❡t✇❡❡♥ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❛r❣❡t✳ ◆❡①t✱ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡

s♦✉r❝❡✳ ■❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇✳ ❚❤❡ ❡♥t✐r❡ str✐♥❣ ✐s t❡r♠✐♥❛t❡❞

❜② t❤❡ ❝❛rr✐❛❣❡ r❡t✉r♥ ❝❤❛r❛❝t❡r ✭❤❡①❛❞❡❝✐♠❛❧ ✵①✵❞✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢

❛♥ ❆❙❱▲❛♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞s ❛ ✇❛②♣♦✐♥t t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✬s ✇❛②♣♦✐♥t ❧✐st✿

$AWAYPOINT, 18,ALPHA,ONSHORE, 5, 508103.00000, 3921432.00000, 2.000\n

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤✐s ❝♦♠♠❛♥❞ ✐s t❤❡ ✶✽t❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❡t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❆❙❱ ✏❆▲✲

P❍❆✑ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ✭✏❖◆❙❍❖❘❊✑✮✳ ■t ♣❧❛❝❡s ❛ ✇❛②♣♦✐♥t ❛t ✺✵✽✶✵✸ ♠❡t❡rs

❡❛st✱ ✸✾✷✶✹✸✷ ♠❡t❡rs ♥♦rt❤ ✐♥ ❯❚▼ ③♦♥❡ ✶✼❙ ✇✐t❤ ❝❛♣t✉r❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ✷ ♠❡t❡rs ❛s t❤❡

✺t❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ✇❛②♣♦✐♥t ❧✐st✳ ❚❤❡ ❆❙❱ ✐s t❤❡♥ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♠♦✈✐♥❣

t❤r♦✉❣❤ ✐ts ✇❛②♣♦✐♥t ❧✐st ✐♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ❆❙❱▲❛♥❣ s✉♣♣♦rts ❝♦♠♠❛♥❞s ❢♦r

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
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❼ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

❼ ❙t❛rt ♠✐ss✐♦♥

❼ P❛✉s❡ ♠✐ss✐♦♥

❼ ❙t♦♣ ♠✐ss✐♦♥

❼ ❙❡t ❤❡❛❞✐♥❣ P■❉ ❣❛✐♥s

❼ ❆❞❞ ✇❛②♣♦✐♥t

❼ ❘❡♠♦✈❡ ✇❛②♣♦✐♥t

❼ ❘❡♣♦rt ✈❡❤✐❝❧❡ st❛t❡

❼ ❘❡♣♦rt s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡♣t❤ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥

❼ ❙✐❣♥❛❧ ✇❛②♣♦✐♥t ❛tt❛✐♥♠❡♥t

❼ ❘❡♣♦rt ❡rr♦r

❼ ▲✐st ✇❛②♣♦✐♥t ✐♥ q✉❡✉❡

❼ ▼✐ss✐♦♥ st❛t❡ ✭❘✉♥♥✐♥❣✱ P❛✉s❡❞✮

❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s s✐♠♣❧❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛s ♥❡❝❡ss❛r②

❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❜❛♥❞✇✐❞t❤

❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ r❡str✐❝t✐✈❡ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✐t ✐s ❛ ♣❧❛✐♥✲t❡①t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧✳

❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛♥ ❡✈❡♥t s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ✉s❡r ❡①t❡♥s✐✈❡

❝♦♥✜❣✉r❛❜✐❧✐t② ❢♦r ♠✐ss✐♦♥ ❞❡s✐❣♥✳ ❘❡❝❡✐✈❡❞ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❢♦r ❡✈❡♥t tr✐❣❣❡rs✳

❲❤❡♥ ❛♥ ❡✈❡♥t ✐s tr✐❣❣❡r❡❞✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ ❛❝t✐♦♥ s✉❝❤

❛s ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t s❡t ♦❢ ✇❛②♣♦✐♥ts ❢♦r ❛♥ ❛❣❡♥t ♦r r✉♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s

❡✈❡♥t s②st❡♠ ❢♦r♠s t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r t♦ ❧✐♠✐t

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②♣♦✐♥ts tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ t♦ r❡❞✉❝❡ ♥❡t✇♦r❦ tr❛✣❝ ♦r t♦

❜❡❣✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥✳

✺✳✸✳✷ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❚♦♣♦❧♦❣②

❘❡♠♦t❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❲✐✲❋✐ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✾✵✵ ▼❍③ r❛❞✐♦✳ ▼❡s✲

s❛❣❡s ❛r❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♦✈❡r ❜♦t❤ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛s ❛ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳ ❚❤❡ ❆❙❱▲❛♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧
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✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♣❛❝❦❡t r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❣♥♦r❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ♣❛❝❦❡ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷

❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣✐♥❣ s②st❡♠❀ ❛❧❧ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ r❡❝❡✐✈❡❞

❜② ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s t❤❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ t❤❡② ❛r❡

t❤❡ t❛r❣❡t ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡ss❛❣❡✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡

♥♦❞❡s✿ ❆❧♣❤❛✱ ❇r❛✈♦✱ ❛♥❞ ❖♥s❤♦r❡✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ❦♥♦✇s t❤❡✐r ♥❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢

♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠❡ss❛❣❡ t❛r❣❡t✐♥❣✳

Alpha Bravo

Router

Onshore
900MHz
Wi-Fi

Legend

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r t✇♦ ❛❣❡♥t ♥❡t✇♦r❦✳

❋♦r ♠❡ss❛❣❡s ♦✈❡r ❲✐✲❋✐✱ t❤❡ ❯s❡r ❉❛t❛❣r❛♠ Pr♦t♦❝♦❧ ✭❯❉P✮ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞✳ ❯❉P

✐s ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✲❧❡ss ♣r♦t♦❝♦❧✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♠♦r❡ st❛♥❞❛r❞ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❈♦♥✲

tr♦❧ Pr♦t♦❝♦❧ ✭❚❈P✮ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❡r✈❡r ❛♥❞ ❝❧✐❡♥t✳ ❚❈P

♣r♦✈✐❞❡s ❡rr♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛❝❦❡t r❡✲tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤

❯❉P✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❯❉P ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜♥❡t t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ❜r♦❛❞❝❛st

♠❡ss❛❣❡✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❡♥❡✜ts ❛✛♦r❞❡❞ ❜② ❚❈P ❛r❡ t❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦r❡
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❜❛s✐❝ ❢♦r♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❆❙❱▲❛♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧✳

❚❤❡ st♦❝❦ ❘❋❉✾✵✵① ✐s ❝♦♥✜❣✉r❡❞ ❢♦r ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ♠♦❞❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛ ♣❛✐r ♦❢

tr❛♥s❝❡✐✈❡rs ❝❛♥ ♦♥❧② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ❆ ♠✉❧t✐✲♣♦✐♥t ✜r♠✇❛r❡ s✉♣✲

♣❧✐❡❞ ❜② ❘❋❉❡s✐❣♥ ♠✉st ❜❡ ❧♦❛❞❡❞ ♦♥t♦ ❡❛❝❤ ❘❋❉✾✵✵① ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❇②

❧♦❛❞✐♥❣ t❤✐s ✜r♠✇❛r❡ ♦♥ ❛❧❧ ❘❋❉✾✵✵①✬s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ♠❡ss❛❣❡s s❡♥t ❢r♦♠ ❛♥②

♦♥❡ ♠♦❞❡♠ ❛r❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s t❤❛t ❛

s✐♥❣❧❡ ♠❛st❡r ♥♦❞❡ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ t❤❡ ❯◆❈❈ ❆❙❱ ✢❡❡t✱ t❤❛t ♠❛st❡r ♥♦❞❡ ✐s t❤❡ ❘❋❉✾✵✵① ❝♦♥♥❡❝t t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞

st❛t✐♦♥✳

✺✳✸✳✸ ●r♦✉♥❞ ❙t❛t✐♦♥ ❯s❡r ■♥t❡r❢❛❝❡

❆ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❞✐s♣❧❛② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❛❣❡♥ts

❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ●❯■ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❜✉✐❧t ✇✐t❤✐♥ ▼❛t❧❛❜✬s ❆♣♣

❉❡s✐❣♥❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦✉ts✐❞❡ ♦❢

t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♠❛✐♥ s❝r❡❡♥ ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞

✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ●r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦✳

❚❤❡ ●❯■ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ✜✈❡ ♣❛♥❡❧s✿ ✭✶✮ ❧❡❢t st❛t✉s ♣❛♥❡❧✱ ✭✷✮ ❆❧♣❤❛ st❛t✉s ♣❛♥❡❧✱ ✭✸✮

❇r❛✈♦ st❛t✉s ♣❛♥❡❧✱ ✭✹✮ ❆❞❛♣t✐✈❡ st❛t✉s ♣❛♥❡❧✱ ❛♥❞ ✭✺✮ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛t❛

♣❛♥❡❧✳ ❚❤❡ ❧❡❢t st❛t✉s ♣❛♥❡❧ ✐s ❛❧✇❛②s ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❜❛s✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t

t❤❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❛❣❡♥ts s✉❝❤ ❛s ✐ts ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ st❛t✉s✱ ❜❛tt❡r② ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r ✐t

✐s ✐♥ ♠❛♥✉❛❧ ♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ st❛t✉s ♣❛♥❡❧s s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❛❣❡♥ts✱ ❆❧♣❤❛ ❛♥❞

❇r❛✈♦✱ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❛❣❡♥t✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❛②♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞

✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❛❞✐♥❣s ❢r♦♠ t❤❡ s♦♥❛r s❡♥s♦r ♦r t❤❡ ❤❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t

♦✈❡r t✐♠❡✳ ❆❧s♦✱ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❡❧✱ ❛❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❛❣❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ t♦ ❛ss✐st ✇✐t❤ ❞❡❜✉❣❣✐♥❣ ❛♥② ✐ss✉❡s

t❤❛t ♠❛② ❛r✐s❡ ❞✉r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❈♦♥tr♦❧s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ st❛rt✱ st♦♣ ❛♥❞ ❝❛♥❝❡❧ t❤❡

♠✐ss✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❣❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝✉rr❡♥t ❜❛tt❡r② ❧❡✈❡❧✱ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s♣❡❡❞✱ ❛♥❞

❤❡❛❞✐♥❣ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r r✐❣❤t✳
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❚❤❡ ♣❛♥❡❧ ❢♦r ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦

♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ✈✐❡✇ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❡r✈❡r✳

❚❤✐s s❡r✈❡r✱ r✉♥♥✐♥❣ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ▼❛t❧❛❜✱ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛❞❛♣t✐✈❡

s❛♠♣❧✐♥❣ ♠✐ss✐♦♥ ❛s r❡q✉✐r❡❞✳ ❉❛t❛ ✐s ♣❛ss❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●❯■ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣

s❡r✈✐♥❣ ✈✐❛ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❯❉P ❝♦♠♠❛♥❞s✱ ❙◗▲ ❞❛t❛❜❛s❡ t❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ▼❛t❧❛❜✬s

♣r♦♣r✐❡t❛r② s❛✈❡ ✜❧❡ ❢♦r♠❛t✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ✢❡①✐❜❧❡ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②

❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛♥② t②♣❡ ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ♣❛♥❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s s✐♠♣❧❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❯■ ✐ts❡❧❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡rr♦r ♠❡ss❛❣❡s

❛♥❞ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡r✈✐❝❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❘❋❉✾✵✵① ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❛❞❛♣t✐✈❡

s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s❡r✈❡r✳

❚❤❡ ❆❙❱ ❖♥❙❤♦r❡●❯■ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ r❡♠♦t❡ ❛❣❡♥ts✳ ❆❧❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ✐s ❧♦❣❣❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ❙◗▲ ❞❛t❛❜❛s❡

t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r r❡❛❧ t✐♠❡ q✉❡r②✐♥❣ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❢♦r ❞❡❜✉❣❣✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s ♦r ♣♦st✲♠✐ss✐♦♥

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ s②st❡♠s✳

✺✳✹ ❆❙❱ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❈♦♥tr♦❧ ❉❡s✐❣♥

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ➓✹✱ ❡❛❝❤ ❆❙❱ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✹✳✶✮✳ ❚❤❡

❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ s❡♥s♦rs ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡q✉✐s✐t❡ st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧✳ ❍❡❛❞✐♥❣

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣❛t❤❡r❡❞ ❛t ❛ r❛t❡ ♦❢ ✶✵ ❍③ ❢r♦♠ t❤❡ ■▼❯✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s

♣❡r❢♦r♠❡❞ ♣r✐♦r t♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛st✇❛r❞ ❞✐r❡❝✲

t✐♦♥✱ ❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ❝❡❧❧ ♣❤♦♥❡ ❝♦♠♣❛ss ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t❛r✐♥❣

❝♦♠♠❛♥❞ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❡❛st r❡♣r❡s❡♥ts ✵◦ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡

r♦t❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r✲❝❧♦❝❦✇✐s❡✱ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛✲
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t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣♣❧✐❡r s✉❝❤

❛s ❤❛r❞✲ ❛♥❞ s♦❢t✲✐r♦♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡✲

t♦♠❡t❡r ❞✉❡ t♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♥❡❛r❜② ♠❡t❛❧s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥

♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞

❜② t❤❡ ♥❡❛r❜② ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✭✐✳❡✳ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧②✱ ❊❙❈✱ ❡t❝✳✮ ✇❤✐❝❤

♣r♦❞✉❝❡ ✈❛r②✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡✛❡❝ts ♦✈❡r t✐♠❡✳

❙♣❡❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛s❝❡rt❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡

♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚✐♠❡ ✐s s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ✐♥ P❖❙■❳ t✐♠❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ s❡❝♦♥❞s ❡❧❛♣s❡❞ s✐♥❝❡ ✶✷✿✵✵✿✵✵ ❯❚❈ ♦♥ ❏❛♥✉❛r② ✶✱ ✶✾✼✵✳ ❉✐st❛♥❝❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❯❚▼ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t

❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ●✐✈❡♥ ♥♦✐s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ●P❙✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❜♦①❝❛r ✜❧t❡r

✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡ t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ✇❛②♣♦✐♥t tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ❡①❛❝t❧② tr❛♥s♣❧❛♥t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ♦♥✲

❜♦❛r❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❣❡♥t✱ ❛❧t❡r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞

❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✷✮ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s✳ ❆ ❢❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞ t❡r♠✱ δf ✱ ✇❛s ❛❞❞❡❞ t♦ ♠❛✐♥✲

t❛✐♥ ❛❣❡♥t ♠♦t✐♦♥ t♦ ❛✐❞ ✇✐t❤ s♣❡❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥

♦✈❡r t✐♠❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡

❡✈❡♥t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r r❡q✉✐r❡s s❛t✉r❛t✐♦♥ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ s♣❡❡❞✱ t❤❡ t✉r♥✐♥❣ r❛❞✐✉s ✐s

♥♦t ❛✛❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ♠❛② ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❝❛✉s❡ t❤❡ ❆❙❱ t♦ r❡q✉✐r❡

❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ t❤r✉st t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ♠♦❞✐✜❡❞ ❝♦♠♠❛♥❞

❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡
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ul = sat {sat (δf + δv, umin, ũmax)− δθ, 0, umax}

ur = sat {sat (δf + δv, umin, ũmax) + δθ, 0, umax} ,
✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ umin < ũmax ≤ umax✳ ❚❡st✐♥❣ ✇❛s t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ umax = 1.2 ❦❣·❢✱

umin = 0.2 ❦❣·❢✱ ũmax = 0.9 ❦❣·❢✱ ❛♥❞ δf = 0.6 ❦❣·❢✳ ❚❤❡s❡ ❢♦r❝❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✇❡r❡

♣r✐♠❛r✐❧② ❝❤♦s❡♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❞❡s✐r❡❞ ❜❛tt❡r② ❧✐❢❡ ✇❤✐❧❡ ❛tt❛✐♥✐♥❣ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ s♣❡❡❞❀

❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ str♦♥❣ ✇✐♥❞s ♦r ♦t❤❡r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞

t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞✳

✺✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥

❆❙❱ s②st❡♠✳ ❚❤❡ t❡st✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❜❛s❡❧✐♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❡♥s✉r❡s

t❤❡ s②st❡♠✬s ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠❡❡t r❡s❡❛r❝❤ ♥❡❡❞s✳

✺✳✺✳✶ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❘❛♥❣❡ ❚❡st✐♥❣

Pr✐♦r t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❆❙❱ ♣❧❛t❢♦r♠✱ t❡sts ✇❡r❡ ♠❛❞❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s t♦ ❡♥s✉r❡ s❛❢❡t② ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥

✐♥ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ t❡st✐♥❣✳ ❲✐t❤ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ✉♥❞❡r❣r❛❞✉❛t❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs✱ ❏♦❤♥ ❉r✐✈❡r

❛♥❞ ❈♦♥♥♦r ❉❛✈✐❞s♦♥✱ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤ t❡st✐♥❣ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❢♦r ❲✐✲❋✐✱ ❘❋❉✾✵✵① ❛♥❞

t❤❡ ❙♣❡❦tr✉♠ ❘✴❈ tr❛♥s❝❡✐✈❡r s②st❡♠ ✭❙♣❡❦tr✉♠ ❉❳✽❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ ❙♣❡❦tr✉♠

❆❚✽✵✶✵❚ r❡❝❡✐✈❡r✮✳ ❚❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❯◆❈❈✬s ♠❛✐♥ ❝❛♠♣✉s ❞✉r✐♥❣ ❏✉❧②

✷✵✷✶✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ♣❛t❤s t❛❦❡♥ ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❛♥❣❡ t❡st✳ ❆♥

♦♣❡r❛t♦r ✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛❧❧ ♣❛t❤s ✇✐t❤ ❛♥ ❘❋❉✾✵✵① tr❛♥s❝❡✐✈❡r✱
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❛ ❙♣❡❦tr✉♠ ❉❳✽❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ ❛ ▲✐♥❦s②s ❱❡❧♦♣ ❲✐✲❋✐ r♦✉t❡r✳ ❆♥♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦r

❝❛rr✐❡❞ ❛ ❘❋❉✾✵✵① tr❛♥s❝❡✐✈❡r✱ ❛♥ ❆❘✽✵✶✵❚ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ ❛ ❉❡❧❧ ❱♦str♦✲✼✺✵✵ ❧❛♣t♦♣

❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❇❯✲✸✺✸❙✹ ●P❙ ❢♦r ❧♦❝❛t✐♦♥ tr❛❝❦✐♥❣✳ ❆s t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ♦♣❡r❛t♦r ♠♦✈❡❞

❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♣♦✐♥t✱ ❲✐✲❋✐ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤ ✇❛s ❧♦❣❣❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✇❤✐❧❡ t❤❡

♦♣❡r❛t♦r st❛t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♠❛♥✉❛❧❧② ❧♦❣❣❡❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❙♣❡❦tr✉♠

s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❘❋❉✾✵✵①✳ ❆❧❧ ❞❡✈✐❝❡s ✇❡r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t r♦✉❣❤❧② ❣r♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧ ❞✉r✐♥❣

t❡st✐♥❣✳

35.304°

35.307°

35.31°

L
a
ti
tu

d
e

-80.742° -80.739° -80.736° -80.733° -80.73° -80.727°

Longitude

NC CGIA, Maxar
 500 ft 

 200 m 

WiFi

RFD900x

Spektrum R/C

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❲✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ t❡st✐♥❣ ♣❛t❤s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss r❛♥❣❡ t❡st✐♥❣ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✳ ❋r♦♠ t❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ♠❛♥✉❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✐s r❡❧✐❛❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ ✷✵✵ ♠

✇❤❡♥ ❜♦t❤ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ❛r❡ ❛t ❣r♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧✳ ❙❡r✐❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡

♦♥❜♦❛r❞ ❛✉t♦♥♦♠② ❝♦♠♣✉t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ✉♣ t♦ ✺✵✵ ♠✱ ✇✐t❤ r❡❞✉♥❞❛♥❝②

t❤r♦✉❣❤ ❲✐✲❋✐ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✉♣ t♦ ✶✾✵ ♠✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✇♦r❦ ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡
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✭❜✮
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❙✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤ ♦✈❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ✭❛✮ ❲✐✲❋✐✱ ✭❜✮ ❘✴❈ tr❛♥s♠✐tt❡r✱ ❛♥❞ ✭❝✮
❘❋❉✾✵✵① r❛❞✐♦

r❡❛s♦♥✿ ✭✶✮ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ❛r❡ ❜♦t❤ ❤❡❧❞ ❛t r♦✉❣❤❧② ❣r♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧✱ ✭✷✮ ❝❧♦s❡

♣r♦①✐♠✐t② t♦ ❧❛r❣❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣s ❝❛✉s❡s ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭✸✮

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❘❋❉✾✵✵①✬s ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❜✉✐❧t✲

✐♥ ♠✉❧t✐✲❤♦♣ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

✺✳✺✳✷ ❆❙❱ ❈♦♥tr♦❧ ❚❡st✐♥❣

Pr❡❧✐♠✐♥❛r② t❡st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆❙❱ ♣❧❛t❢♦r♠ ❜❡❣❛♥ ❛t ❍❡❝❤❡♥❜❧❡✐❦♥❡r ▲❛❦❡ ♦♥ t❤❡

❯◆❈❈ ❝❛♠♣✉s ♥❡❛r ❆t❦✐♥s ▲✐❜r❛r②✳ ❚❤❡s❡ t❡sts ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❜✉♦②❛♥❝②✱

st❛❜✐❧✐t②✱ r❡♠♦t❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞✱ ❤❡❛❞✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱ ❛♥❞ s✐♠✲

♣❧❡ ✇❛②♣♦✐♥t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❡st✐♥❣ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♠✉❧t✐✲

❛❣❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻
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s❤♦✇s t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❆❙❱s ❞❡♣❧♦②❡❞ ♦♥ ❍❡❝❤❡♥❜❧❡✐❦♥❡r ▲❛❦❡ ❞✉r✐♥❣ t❡st✐♥❣ t♦ ❡♥s✉r❡

❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛❣❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ▼✉❧t✐✲❛❣❡♥t t❡st✐♥❣ ♦♥ ❍❡❝❤❡♥❜❧❡✐❦♥❡r ▲❛❦❡✳

❋✉❧❧ s♣❡❡❞ t❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✱ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❛①✐♠✉♠

❛tt❛✐♥❛❜❧❡ s♣❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❆❙❱ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✳✶✺ ♠✴s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡

✉♣♣❡r ❣♦❛❧ ♦❢ ✷ ♠✴s ✇❛s ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ♠❡❡t t❤❡ ❧♦✇❡r ❣♦❛❧ ♦❢ ✶ ♠✴s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ▼❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞ t❡st✐♥❣ ✇✐t❤ r❡♠♦t❡ ❝♦♥tr♦❧✳

❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❢♦r t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❛✐♥s ❢♦r t❤❡ P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✉s❡❞ ❢♦r ❤❡❛❞✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ✭❛✮ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛♥❞ ✭❜✮
✇✐t❤ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✺✲✶✵ ♠♣❤ ✇✐♥❞✳

❖♥❝❡ t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛❞✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇❛s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ✇❛②♣♦✐♥t t❡st✐♥❣

✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❦❡✳

✺✳✻ ❉❡s✐❣♥ ❘❡✈✐❡✇

❆ ♣❛✐r ♦❢ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❙✉r❢❛❝❡ ❱❡ss❡❧s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✉s❡ ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞

♦♥❣♦✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ❡✛♦rts ✐♥ t❤❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❘♦❜♦ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s ▲❛❜♦r❛t♦r②✳ ❚❤❡s❡

❆❙❱s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❜❡ ❧♦✇✲❝♦st✱ ❡❛s② t♦ ❞❡♣❧♦②✱ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❢♦r r❡s❡❛r❝❤ ❞❡✈❡❧✲

♦♣♠❡♥t✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢

✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✼ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✈❡ss❡❧s

❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆❙❱s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ ✇❡r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② r♦♦♠ ❢♦r ✐♠✲

♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ t❛r❣❡t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ t♦♣ s♣❡❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s✉st❛✐♥❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✿ ❲❛②♣♦✐♥t ❝♦♥tr♦❧ t❡st✐♥❣ ♦♥ ❍❡❝❤❡♥❜❧❡✐❦♥❡r ▲❛❦❡

❚❛❜❧❡ ✺✳✼✿ ❆❝t✉❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❞❡s✐r❡❞✳

▲❡♥❣t❤
✭♠✮

❲✐❞t❤
✭♠✮

▼❛① ❙♣❡❡❞
✭♠✴s✮

❇❛tt❡r② ▲✐❢❡
✭❤✮

❈♦♠♠✳ ❘❛♥❣❡
✭❦♠✮

❲❡✐❣❤t
✭❦❣✮

❚❛r❣❡t ✵✳✾ ✵✳✼ ✶✲✷ ✶✲✷ ✶ <✶✽
❆❝t✉❛❧ ✵✳✾ ✵✳✼ ✶✳✶✺ ✶✳✺ ✵✳✺ ✶✻

❝r✉✐s✐♥❣ s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛❞✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♠✲

♣r♦✈❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ♠✐ss✐♦♥s✳ ❆❧s♦✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡st✐♥❣ s❤♦✉❧❞

❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❡①❛❝t r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❘❋❉✾✵✵① r❛❞✐♦s ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♥s♦r ♣❛❝❦❛❣❡s

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝

r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳



❈❍❆P❚❊❘ ✻✿ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❘❊❙❯▲❚❙

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠✲

♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ➓✹ t♦ r✉♥ ♦♥❜♦❛r❞ t❤❡ ❆❙❱s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ➓✺✳ ❚❤✐s

❝❤❛♣t❡r ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✳

✻✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t

●✐✈❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧❛r❣❡ ❧❡♥❣t❤✲s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛t❤②♠❡tr②✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛

✇❛s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s✉r✈❡②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤✐s ❛r❡❛

❤❛❞ t♦ ❜❡ ❢r❡❡ ❢r♦♠ st❛t✐❝ ✐♠♣❡❞✐♠❡♥ts ❛s t❤❡ ❆❙❱s ❛r❡ ♥♦t ♦✉t✜tt❡❞ ✇✐t❤ ♦❜❥❡❝t

❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❛r❣❡ ❜♦❞✐❡s ♦❢ ✇❛t❡r ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♣✉❜❧✐❝ s♣❛❝❡s✱

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t r❡❝r❡❛t✐♦♥❛❧ ❜♦❛t tr❛✣❝ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❛s ❜❡st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡

❞✉r✐♥❣ t❡st✐♥❣✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ ❛♥ ❛r❡❛ ♥❡❛r t❤❡ ▲❛❦❡ ◆♦r♠❛♥ ❈♦♠♠✉♥✐t②

❙❛✐❧✐♥❣ ❈❡♥t❡r ♦♥ ▲❛❦❡ ◆♦r♠❛♥✱ ◆❈ ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ t❡st✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❛❧tr✉✐s♠ ♦❢ t❤❡ s❛✐❧✐♥❣ ❝❡♥t❡r✱ t❡st✐♥❣ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡

♣✐❡r ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❡ss❡❧s✳
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✻✳✷ ●r♦✉♥❞ ❚r✉t❤ ❙✉r✈❡②

Pr✐♦r t♦ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t❡st✐♥❣✱ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s✉r✈❡② ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡

❛ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr② ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛r❡❛ ✇✐t❤ ❛s ❤✐❣❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❆ ❧❛✇♥♠♦✇❡r ♣❛tt❡r♥ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ♦❢ ❡✐❣❤t s✇❛t❤s s♣❛♥♥✐♥❣ ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ ✶✸✾ ♠ ✇✐❞❡

❜② ✶✽✾ ♠ ❧♦♥❣ ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❆❙❱ ❛❣❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ♣❧❛♥♥❡❞

s✉r✈❡②✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♣❛t❤ t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ ❆❙❱ ✇❤✐❧❡ tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ✇❛②♣♦✐♥ts

❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❧❛✇♥♠♦✇❡r ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ▼❛r❝❤ ✷✽t❤✱

✷✵✷✷ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ✇✐♥❞s ♦❢ ✺ ♠♣❤ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s✇❛t❤s ✇✐t❤ ❣✉sts ✉♣ t♦

✶✷ ♠♣❤ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✬s ♣❛t❤ t♦ ❜❡♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❛rs❡❧② ♣❧❛❝❡❞ ✇❛②♣♦✐♥ts✳

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐t ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❛t ❛ s❛❢❡ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦✉❧❞

❡①t❡♥❞ ✉♣ t♦ ✶✳✺ ❤r ❛t ❛ ❝r✉✐s✐♥❣ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✵✳✺ ♠✴s✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❲❛②♣♦✐♥t ❝♦♥tr♦❧ t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣ ♥❡❛r t❤❡ ▲❛❦❡ ◆♦r♠❛♥
❈♦♠♠✉♥✐t② ❙❛✐❧✐♥❣ ❈❡♥t❡r✳
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❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s✉r✈❡②✱ t❤❡ ❆❙❱ ✇❛s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❧✉❡❘♦❜♦t✐❝s P✐♥❣ ❙♦♥❛r

❢♦r ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✺✵✵✵ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣

t❤❡ s✉r✈❡②✱ ❛ s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠ ✇❛s ✜t ❛ss✉♠✐♥❣ ✐s♦tr♦♣②✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥t❛❧ s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✜t t♦ t❤✐s ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞

r❛♥❣❡ ❛♥❞ s✐❧❧✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛ ❦r✐❣✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡ ✇❛s

♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❣r✐❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s✉r✈❡② r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✜❡❧❞

❡st✐♠❛t❡ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❝♦♠♣❛r❡s ❢❛✈♦r❛❜❧② t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❧②

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ♠❛♣s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❬✺✶❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠ ✜t t♦ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♠✐ss✐♦♥
✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ ▲❛❦❡ ◆♦r♠❛♥ ❈♦♠♠✉♥✐t② ❙❛✐❧✐♥❣ ❈❡♥t❡r✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r st❛t✐♦♥❛r② ✜❡❧❞✱ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷

s❤♦✇s t❤❡ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠

t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ s❡t✳ ❚❤❡ ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡rs ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥
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s❡♠✐✈❛r✐♦❣r❛♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ θ = [ζ, ω, σ2
0]

⊺
= [0, 153m, 7.27m2]
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❊st✐♠❛t❡ ♦❢ ❜❛t❤②♠❡tr② ❣✐✈❡♥ ❡❝❤♦s♦✉♥❞❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ❦r✐❣✐♥❣✳ ❚❤❡
♦r✐❣✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♦✉t❤✇❡st ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ✇❤✐t❡ ❜♦① ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✳

✻✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐❛

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❛ sq✉❛r❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡②❡❞ r❡❣✐♦♥ ✇❛s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ s❛♠♣❧❡

s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ sq✉❛r❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ s❤♦✇s t❤❡ 140 m × 140 m r❡❣✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r

t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❛ss✉♠❡❞ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s♣❛❝❡✱ Q , [0, 1] ⊂ R
2✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ❯◆❈❈ ❆❙❱s✱ ❆❧♣❤❛ ❛♥❞ ❇r❛✈♦✳

❇♦t❤ ❛❣❡♥ts ✇❡r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇❛t❤s t♦ ❝♦✈❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡

s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡✳ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ❞❡s❝r✐❜❡s r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❡❛❝❤ ♠✐s✲

s✐♦♥ t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❜♦t❤ ❛❣❡♥ts✳ ❉✉❡ t♦ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
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✇❡r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ s❡♥s✐♥❣✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱

❞❡♣❧♦②✐♥❣ ✐♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s❡tt✐♥❣ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♣r♦✈❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✲

♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞✱ ♦♥❧✐♥❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❈♦♠♠♦♥ ♠✐ss✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♠♦♥❣ ♠✐ss✐♦♥s✳

P❛r❛♠❡t❡r ❙②♠❜♦❧ ❱❛❧✉❡

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s Nc ✹
◆✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②♣♦✐♥ts Nw ✸✷
◆✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②♣♦✐♥ts ♣❡r ❝②❝❧❡ C ✽
Pr❡❡♠♣t✐✈❡ r❡✲♣❧❛♥♥✐♥❣ ♦✛s❡t pr ✷
❙❡♥s✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ Ts ✶✵ s
▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2

η ❱❛r✐❛❜❧❡[1]

▼✐ss✐♦♥ t✐♠❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ T∆ ±✶✵ s

✶ ❙✐t❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ✵✳✺✪ ♦❢ ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ❞❡♣t❤ ❬✹✾❪✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ r❡❛❧ t✐♠❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s✱ t❤❡ r❡✲♣❧❛♥♥✐♥❣

♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝②❝❧❡s ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛t ❛♥ ♦✛s❡t ♦❢ pr ✇❛②♣♦✐♥ts ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ♥❡①t ❝②❝❧❡✳

❚❤❡ ✜rst ❛❣❡♥t ✇❤✐❝❤ r❡❛❝❤❡❞ t❤✐s t❛r❣❡t tr✐❣❣❡r❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞

st❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❛s ♠❛❞❡ t♦ ❤❡❧♣ s♠♦♦t❤ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥

♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧♦♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ■❢ ♣❧❛♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✇❛s s✉✣❝✐❡♥t❧②

❧♦♥❣✱ ❛❣❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❞r✐❢t ❢r♦♠ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ ❝❛✉s✐♥❣

✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❛②♣♦✐♥t s❡ts✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t pr = 0 ❣✐✈❡♥ t❤❛t ♣❧❛♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✇❛s

❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♥✉❧❧ ❛s ❛❧❧ ❛❣❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❛✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♠✐ss✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳

❚♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ pr✱ t❤❡ ✇❛②♣♦✐♥ts r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝②❝❧❡

❛r❡ ❧❡❢t ✉♥♠♦❞✐✜❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡❛❝❤❡❞ ✇❛②♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♠♦✈❡Pts ❢✉♥❝✲



✽✺

t✐♦♥ [A2.7]✳ ■♥ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❛❣❡♥ts ❜❡❝♦♠❡ ♦✉t ♦❢ s②♥❝✱ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ♦❢

❢r❡❡③✐♥❣ ❢✉t✉r❡ ✇❛②♣♦✐♥ts ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛❧❧ ❝②❝❧❡s r❡✲♣❧❛♥ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②✲

♣♦✐♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❡❛❝❤ ♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥s✐st❡♥❝② s❡❡❦s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛s

♠✉❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

●✐✈❡♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❣❡♥ts✱

t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧✱ Ts ✇❛s s❡t ❛t ✶✵ s❡❝♦♥❞s✳ ❉✉❡ t♦ s❤♦rt ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡s✱ t❤❡ ❧♦✇

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❣✐✈❡♥ ✐♥❢r❡q✉❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲

s❝❛❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛♥② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✱ HFK ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ r❛t❤❡r

t❤❛♥ HC ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ HFK ✇❛s

σ2
η (x) = 0.005d (x) ✇❤❡r❡ d (x) ✐s t❤❡ ❞❡♣t❤ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ x ❜❛s❡❞

✉♣♦♥ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❬✹✾❪✳

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ it❤ ❛❣❡♥t t♦ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✇❛②♣♦✐♥t

❛ss✐❣♥♠❡♥ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞ T̃mi
✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥

❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣s ✇❛s ❥✉❞❣❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛✿ ✭✶✮ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ❡rr♦r ✐♥

❡①❝❡ss ♦❢ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ t♦❧❡r❛♥❝❡✱ Ti,ǫ , max
(∣

∣

∣
Tm − T̃mi

∣

∣

∣
− T∆, 0

)

✱ ✭✷✮ ✜♥❛❧ t♦t❛❧ ♠✐ss✐♦♥

❝♦st ✭✹✳✻❛✮✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ✜♥❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡rr♦r ✭✸✳✻✮ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❛ s②♥t❤❡t✐❝❛❧❧② ❣❡♥✲

❡r❛t❡❞ ❧❛✇♥♠♦✇❡r s✉r✈❡② ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳

◆♦t❡ t❤❛t ♠❛♣♣✐♥❣ ❡rr♦r ✇✐❧❧ ♥♦t ♥♦r♠❛❧❧② ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ✜❡❧❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞

t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❤❡r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❣r♦✉♥❞

tr✉t❤ s✉r✈❡②✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛❣❡♥t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

♠✐ss✐♦♥ ♣❧❛♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

❢r♦♠ t❤❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ♣❛t❤ ❝❛✉s❡ s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ s♣❡❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡



✽✻

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ▼✐ss✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ tr✐❛❧s✳

❚r✐❛❧ ✶ ❚r✐❛❧ ✷ ❚r✐❛❧ ✸

▼✐ss✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✭s❡❝✮ ✻✵✵ ✹✸✵ ✹✸✵
❚❛r❣❡t ❛❣❡♥t s♣❡❡❞ ✭♠✴s✮ ✵✳✺ ✵✳✼ ✵✳✼
◆✉♠❜❡r s✇❛t❤s ♣❡r ❛❣❡♥t ✸ ✷ ✷

♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡ s❡t s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❣❡♥t ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❢♦r ❡q✉❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤❡

❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛②♣♦✐♥ts j ❛♥❞ j + 1 ❢♦r t❤❡ ith ❛❣❡♥t✱ ri,j ✐s s✉♠♠❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥

t❤❡ t♦t❛❧ ✐❞❡❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✐st❛♥❝❡✱ dTi
,

Nw−1
∑

j=1

‖ri,j‖✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠✐ss✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s t❤❡♥

ˆ̄vi = dTi
/T̃mi

. ✭✻✳✶✮

❚❤❡ ❧❛✇♥♠♦✇❡r ♣❛t❤ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ✇❛s ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡

t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❣❡♥t ❛❝❤✐❡✈❡s ❛❧❧ ❛ss✐❣♥❡❞ ✇❛②♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ ♠✐ss✐♦♥ t❛r✲

❣❡t t✐♠❡ ❜② ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② s❤r✐♥❦✐♥❣ ♦r ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❛♥❞ r❡❣❡♥❡r❛t✐♥❣

t❤❡ ✇❛②♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥✳

✻✳✹ ▼✐ss✐♦♥ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❖♥ t❤❡ 6th ♦❢ ▼❛②✱ ✷✵✷✷✱ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t t❡st✐♥❣ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ▲❛❦❡ ◆♦r♠❛♥✳ ❆ t♦t❛❧ ♦❢ t❤r❡❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠✐ss✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♥✲

❞✉❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❛t t✐♠❡✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ♠✐ss✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✳ ❆❣❡♥t s♣❡❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❛♠♦♥❣ t❤❡ t✇♦

❛❣❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♠✐ss✐♦♥✳

❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ✇❛s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞♦❝❦ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢

✷✵✵ ♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉rt❤❡st ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❙❱s✳ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ✇❛s ❞r✐✈❡♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ ✇❛②♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ✇❛s st❛rt❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ●❯■ s❤♦✇♥ ✐♥



✽✼

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✳

✻✳✹✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❚r✐❛❧s

❚❤❡ ✜rst s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠✐ss✐♦♥ ❜❡❣❛♥ ❛t ✶✵✿✵✾✿✺✺ ❛♠✳ ●✐✈❡♥ ❡♥♦✉❣❤

t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤r❡❡ s✇❛t❤s ❡❛❝❤ ✇❤❡♥ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✵✳✺ ♠✴s✱ t❤❡ ♣❛t❤s t❛❦❡♥ ❜② ❡❛❝❤

❛❣❡♥t ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹❛✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s❡♣❛r❛t❡ ❝♦❧♦r s❤♦✇s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣

❝②❝❧❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r❡❞ ♣❛t❤ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹❜ s❤♦✇s t❤❡ s♦♥❛r ❞❛t❛

s❡♥t t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t❀ ❝❧♦s❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛✐❞ t♦ t❤❡

❝♦❧♦r s❝❛❧❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ■♥ t❤✐s

❝❛s❡✱ t❤❡ r✐❣❤t✲♠♦st ❛❣❡♥t✱ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ✏❇r❛✈♦✑✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✉♣ t♦ ✶✵✳✶ ❢t✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst tr✐❛❧ ✇❤❡r❡ Tm = 600 s✱ v = 0.5 ♠✴s✱ ❛♥❞
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ s✇❛t❤s ✇❛s t❤r❡❡ ♣❡r ❛❣❡♥t✳ ❆❣❡♥t ♣❛t❤s t❛❦❡♥ ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝②❝❧❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✻✳✹❛✳ ❙✉❜♣❧♦t ✻✳✹❜ s❤♦✇s ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✬s ♠✐ss✐♦♥ ♣❛t❤ ❝♦❧♦r❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ❣❛t❤❡r❡❞ ❛t t❤❛t ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❡st✐♠❛t❡❞ s❝❛❧❛r
✜❡❧❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❣❛t❤❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✻✳✹❝✳

❆❧♣❤❛✱ t❤❡ ❧❡❢t✲♠♦st ❛❣❡♥t✱ ❤❛s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❡ss ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛r❡❛ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s

s✉r✈❡②✐♥❣✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♥♦ ♣❡❛❦s ♦r ✈❛❧❧❡②s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ✜❡❧❞✳ ❇r❛✈♦ ❤❛s

t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ✈❛❧❧❡② ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r r✐❣❤t ❤❛♥❞ ❝♦r♥❡r✱ ❜❡st s❡❡♥ ✐♥
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹❝✳ ❇♦t❤ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤♦r♦✉❣❤❧② s❡❛r❝❤✐♥❣ t❤❡ ❛r❡❛ ❝❧♦s❡st

t♦ t❤❡ ❞♦❝❦ ✭s♦✉t❤✮ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❝❝✉rs

✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❛r❡❛✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ♠♦r❡ t✐♠❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♥♦rt❤❡r♥ ♣♦rt✐♦♥

♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠✐ss✐♦♥ ❜❡❣❛♥ ❛t ✶✵✿✸✵✿✸✼ ❛♠ ✇✐t❤ Tm = 430 s✱ v = 0.7 ♠✴s✱ ❛♥❞ ❛

t❛r❣❡t ♦❢ t✇♦ s✇❛t❤s ❡❛❝❤✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺❛ ❛♥❞ ✻✳✺❜ ❜♦t❤ ❞❡♣✐❝t ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛❜♦✉t t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr✐❛❧✳ ■♠♠❡❞✐❛t❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹❛ ✇✐t❤ ✉♣❞❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛tt❡♠♣t t♦ s♣❡♥❞ ❛s

❧✐tt❧❡ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ s♦✉t❤❡r♥ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳ ❆❧♣❤❛ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜❡♥❞✐♥❣

✐ts ♣❛t❤ ❢✉rt❤❡r t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡❛st t♦ s✉♣♣♦rt ❇r❛✈♦ ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞❧②

✐♥t❡r❡st✐♥❣ s♣❛❝❡✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❞✉❡ t♦ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❇r❛✈♦ ✇❛s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦

r❡t✉r♥ ❛❧❧ t❤❡ ✇❛② t♦ t❤❡ ♥♦rt❤❡❛st ❝♦r♥❡r ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✐♥t❡r❡st r❡s✐❞❡s✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr✐❛❧ ✇❤❡r❡ Tm = 430 s✱v = 0.7 ♠✴s✱ ❛♥❞
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ s✇❛t❤s ✇❛s t✇♦ ♣❡r ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜♣❧♦t ✐s t❤❡
s❛♠❡ ❛s ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ♠✐ss✐♦♥ ❜❡❣❛♥ ❛t ✶✵✿✺✼✿✷✸ ❛♠ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

tr✐❛❧✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ ❛r❡ ♥❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ♣r♦♠✐s✐♥❣



✽✾

❢♦r t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ t❤✐r❞ tr✐❛❧ ✇❤❡r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦
t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr✐❛❧✳ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉❜♣❧♦ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹

✻✳✹✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts

❯s✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞✱ ❝♦♥tr♦❧ ❛❣❡♥ts ✇❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❧❛✇♥♠♦✇❡r

♣❛tt❡r♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠✐ss✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✭✻✳✶✮✱ t♦t❛❧ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧

s✇❛t❤s ♣❡r ❛❣❡♥t t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛t❤✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛t❤s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ tr✐❛❧s ✇❤❡r❡✐♥ t❤❡

❛❞❛♣t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡tr✐❝✳ ❆✈❡r❛❣❡ ♠✐ss✐♦♥

t✐♠❡ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛❣❡♥t✬s ❡♥❞ t✐♠❡ ♠✐♥✉s ✐ts st❛rt t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡

❡st✐♠❛t❡❞ ✜❡❧❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✭✹✳✺✮ ♦✈❡r ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❣r✐❞ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ s✉♠♠❡❞✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡rr♦r ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✭✸✳✻✮ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡

❛♥❞ t❤❡ ♠❛♣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ s✉r✈❡②✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts ♣❛r✐t②

❛t ❛ r❛t✐♦ ♦❢ ✶✿✶✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❜❛r ❡①❝❡❡❞s t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡✱ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❣r❡❛t❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤❡ ♣❛t❤s t❛❦❡♥ ❜② ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛❣❡♥t ✐s
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♠✐ss✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s
❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ r❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ r❛t✐♦ ♦❢ ✶✿✶✱ ♦r ♣❛r✐t②✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠✐ss✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❜❛r ❝❤❛rt ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❧✐♥❡✱ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡
❝♦♥tr♦❧ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ r❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠✐ss✐♦♥
t✐♠❡ t♦❧❡r❛♥❝❡✱ T∆✳

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✳

❆s s❤♦✇♥✱ ✐♥ tr✐❛❧ ✶✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❡ t❛r❣❡t ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②

❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❝♦st ❛♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡rr♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❇r❛✈♦✬s r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢

❣r❡❛t❡st ❞❡♣t❤ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✐ts ♠✐ss✐♦♥✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹❜✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss❡s

♦❢ t❤❡ ✜rst tr✐❛❧ ❛r❡ ♥♦t ♠✐rr♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t t✇♦ tr✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s

t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✐♥ ✜♥❛❧ ❝♦st ✐♥ tr✐❛❧s ✷ ❛♥❞ ✸ ✇❤✐❧❡ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❧♦♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡rr♦r ✐♥

tr✐❛❧ ✷✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✜♥❛❧ ❝♦st ❜✉t ❧♦✇❡r ♠❛♣♣✐♥❣ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡

❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❣❡♥t ✐♥ tr✐❛❧ ✸ ✐s ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t❛❧ ❛s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❡❦s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❝♦st✱ ✇❤✐❝❤

s❡r✈❡s ❛s ❛ s✉❜st✐t✉t❡ ❢♦r ❛❝t✉❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡rr♦r✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛❦❡s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡s

❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡rr♦r✳

❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ tr✐❛❧s ✷ ❛♥❞ ✸ ✐s t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐st✐♥❝t ♠✐ss✐♦♥s✳ ❲❤❡♥
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❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✺❜ ❛♥❞ ✻✳✻❜✱ ✐t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤s t❛❦❡♥ ❛r❡ ✐♥❝r❡❞✐❜❧②

s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦st ❛♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②

t❤❡ s❧✐❣❤t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❝❛✉s✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠✐ss✐♦♥ s♣❡❡❞

✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ s♣❛❝❡ ❛♠♦♥❣ ♠✐ss✐♦♥s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥

t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ❜❡✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❞r❛st✐❝ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✜♥❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡rr♦r ❛♥❞ ❝♦st ❝❛♥

❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡ s✐♠♣❧② ❜② ♠♦✈✐♥❣ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡♣t❤ ✐♥ t❤❡ ♥♦rt❤❡❛st

❝♦r♥❡r✳

●✐✈❡♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s❛♠♣❧✐♥❣ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉✲

♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥ s♦♠❡✇❤❛t ✐♥❝♦♥❝❧✉s✐✈❡✳ ❋✉t✉r❡ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❛❞❞r❡ss ❧♦❣✐st✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♣✉❜❧✐❝ s♣❛❝❡s✳ ❆♥ ❡①♣❛♥❞❡❞ s✉r✈❡② r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♥✐♥❡

t✐♠❡s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ②✐❡❧❞ ♠♦r❡ ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ r❡s✉❧ts

❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ s♣❛❝❡ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❤❛✈❡ ❛ ❧❡♥❣t❤✲s❝❛❧❡ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts r♦✉❣❤❧② ✸✸✪

♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡s ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♠❛② r❡q✉✐r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠ ✇❤✐❝❤ r✉♥s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥✈❡① s❤❛♣❡s

t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡ ❝♦❛st ❧✐♥❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ ❧❛r❣❡r t❡❛♠ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡

❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥♥❡❞ ❜♦❛ts t♦ ♣❛tr♦❧ t❤❡ s✉r✈❡② ❛r❡❛ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣r♦❜✲

❧❡♠s ✇✐t❤ r❡❝r❡❛t✐♦♥❛❧ ✉s❡rs ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣♦❧✐❝❡✱ ✇❤♦ ❤❛❞ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞

t❤❡ ❆❙❱s ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s ♦✉t✐♥❣s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❧t❡r❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❜❛tt❡r② ❛♥❞ ✐ts ♠❛♥❛❣❡✲

♠❡♥t s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ♠✐ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s❝❛❧❡ ❝♦✉❧❞

❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❝❡ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❤❛r❣❡✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ s②st❡♠ ✐s ❝✉rr❡♥t❧②

✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ♠✐ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ ❛
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❢❛✐❧✉r❡✱ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ r❡st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡s✐❣♥

✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t✇♦ ❛tt❡♠♣ts ♣❡r ❝❤❛r❣❡ ✐♥ ❛ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡

♦❢ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ s✐③❡✳



❈❍❆P❚❊❘ ✼✿ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❆◆❉ ❋❯❚❯❘❊ ❲❖❘❑

❆ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ❦r✐❣✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❛

st❛t✐♦♥❛r②✱ ✐s♦tr♦♣✐❝ s❝❛❧❛r ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s❡♥s✐♥❣ s♦✉r❝❡s ✇❛s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ➓✸✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ❞❛t❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❬✹✶❪

❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❡rr♦r ✜❧t❡r❡❞ ❦r✐❣✐♥❣ ❬✸✹❪ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r r❛♣✐❞ ❡st✐♠❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ s❡ts ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ Pr❡s❡♥t❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❛t HC ②✐❡❧❞s

❧♦✇❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤✲s❝❛❧❡ ♦❢

t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✜❡❧❞ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜❡❧❞✬s ♠❛❥♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

✇❛s t❤❡♥ ✉t✐❧✐③❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛

sq✉❛r❡ s❛♠♣❧✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❣❡♥ts✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ➓✹✳ ❋♦✉♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥✲

❝✐♣❧❡s ♦❢ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❝❡♥tr♦✐❞❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s✱ t❤✐s ❡✣❝✐❡♥t ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ♦✤✐♥❡ ❧❛✇♥♠♦✇❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣✐✈❡♥ ✈❛r②✐♥❣ ✜❡❧❞ ❤②♣❡r✲

♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛❣❡♥ts ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ ❛❣❡♥t s❡♥s✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✇ t❤❛t ❣❛✐♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❣✐✈❡♥ ❤❡t❡r♦❣❡✲

♥❡♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛✇♥♠♦✇❡r

♣❛tt❡r♥✳

❆♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s s✉r❢❛❝❡ ✈❡ss❡❧ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❯◆❈ ❈❤❛r❧♦tt❡✬s ❆✉✲

t♦♥♦♠♦✉s ❘♦❜♦ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s ▲❛❜♦r❛t♦r② ❢♦r r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ✐♥❧❛♥❞ ❜♦❞✐❡s ♦❢ ✇❛t❡r✳ ❆

♣❛✐r ♦❢ t❤❡s❡ ❧♦✇✲❝♦st ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛r ✈❡ss❡❧s ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞



✾✹

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ➓✺✳ ❆♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✉s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡ss❡❧s ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥

❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞❡❞ ♥❡❛r t❤❡ ▲❛❦❡ ◆♦r♠❛♥ ❈♦♠♠✉♥✐t② ❙❛✐❧✐♥❣ ❈❡♥t❡r✳ ❆

♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛✐❧s ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇❤✐❝❤ s♦✉❣❤t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ✈✐❛❜✐❧✐t② ♦❢

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♠✐ss✐♦♥s✳ ❙✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡s❡

♠✐ss✐♦♥s ✇❛s ❥✉❞❣❡❞ ❜② ❦❡② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢

t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ s②st❡♠ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢

♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ♠✐ss✐♦♥s✳

❖♥❣♦✐♥❣ ✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❆❙❱ ❜❛tt❡r② ❧✐❢❡ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞

❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦✈❡r ✾✵✵ ▼❍③ r❛❞✐♦ ✇✐t❤♦✉t r❡❧✐❛♥❝❡ ♦♥ s❡❝✉r❡ s❤❡❧❧ ♦✈❡r ❲✐✲❋✐✳ ❊s✲

t✐♠❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ HC ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s

✇❡❧❧ ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧② ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ✇❤✐❝❤ ✉♣❞❛t❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣✐✈❡♥ ♠♦st

r❡❝❡♥t❧② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐③✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡ ▲❯ ❞❡❝♦♠♣♦✲

s✐t✐♦♥ ❬✺✷❪ ❛♥❞ ❦r✐❣✐♥❣ ✇✐t❤ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s ❬✺✸❪ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦♥ ❛ ♣❡r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❜❛s✐s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ t❡st❡❞

❢♦r r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts ❡①❝❡❡❞s t✇♦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ ♦❢ s♣r✐♥❣✲♠❛ss✲❞❛♠♣❡r s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳
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❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙

❬✶❪ ❈✳ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❏✳ ▼✳ ❑♦✈❛❝s✱ ✏❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❛❡r✐❛❧ s②st❡♠s
❢♦r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❡✿ ❛ r❡✈✐❡✇✱✑ Pr❡❝✐s✐♦♥ ❆❣r✐❝✉❧t✉r❡✱ ✈♦❧✳ ✶✸✱ ♥♦✳ ✻✱ ♣♣✳ ✻✾✸✕
✼✶✷✱ ✷✵✶✷✳

❬✷❪ ❏✳ P✉❧✐❞♦ ❋❡♥t❛♥❡s✱ ❆✳ ❇❛❞✐❡❡✱ ❚✳ ❉✉❝❦❡tt✱ ❏✳ ❊✈❛♥s✱ ❙✳ P❡❛rs♦♥✱ ❛♥❞ ●✳ ❈✐❡❧♥✐❛❦✱
✏❑r✐❣✐♥❣✲❜❛s❡❞ r♦❜♦t✐❝ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❢♦r s♦✐❧ ♠♦✐st✉r❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦s♠✐❝✲r❛②
s❡♥s♦r✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐❡❧❞ ❘♦❜♦t✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✸✼✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣♣✳ ✶✷✷✕✶✸✻✱ ✷✵✷✵✳

❬✸❪ ❚✳ ❖✳ ❋♦ss✉♠✱ ❏✳ ❊❧❞s✈✐❦✱ ■✳ ❊❧❧✐♥❣s❡♥✱ ▼✳ ❖✳ ❆❧✈❡r✱ ●✳ ▼✳ ❋r❛❣♦s♦✱ ●✳ ❏♦❤♥s❡♥✱
❘✳ ▼❡♥❞❡s✱ ▼✳ ▲✉❞✈✐❣s❡♥✱ ❛♥❞ ❑✳ ❘❛❥❛♥✱ ✏■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t✐❝ s❛♠♣❧✐♥❣
✐♥ t❤❡ ❝♦❛st❛❧ ♦❝❡❛♥✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐❡❧❞ ❘♦❜♦t✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✸✺✱ ♣♣✳ ✶✶✵✶✕✶✶✷✶✱ ✷✵✶✽✳

❬✹❪ ❊✳ ●❛❧❝❡r❛♥ ❛♥❞ ▼✳ ❈❛rr❡r❛s✱ ✏❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s s②st❡♠s✱✑ ❘♦❜♦t✐❝s
❛♥❞ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❙②st❡♠s✱ ✈♦❧✳ ✻✶✱ ♥♦✳ ✶✷✱ ♣♣✳ ✶✷✺✽✕✶✷✼✻✱ ✷✵✶✸✳

❬✺❪ ❙✳ ▼✐s❤r❛✱ ❙✳ ❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ▼✳ ▼♦r❛❧❡s✱ ❛♥❞ ◆✳ ▼✳ ❆♠❛t♦✱ ✏❇❛tt❡r②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞
❝♦✈❡r❛❣❡✱✑ ✐♥ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐✲
♥❡❡r✐♥❣✱ ✭❋♦rt ❲♦rt❤✱ ❚❳✱ ❯❙❆✮✱ ♣♣✳ ✻✾✺✕✼✵✵✱ ✷✵✶✻✳

❬✻❪ ▼✳ ❲❡✐ ❛♥❞ ❱✳ ■s❧❡r✱ ✏❈♦✈❡r❛❣❡ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥str❛✐♥t✱✑ ✐♥
■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♥♦❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥✱ ♣♣✳ ✸✻✽✕✸✼✸✱ ✷✵✶✽✳

❬✼❪ ❑✳ ❘✳ ❏❡♥s❡♥✲◆❛✉✱ ❚✳ ❍❡r♠❛♥s✱ ❛♥❞ ❑✳ ❑✳ ▲❡❛♥❣✱ ✏◆❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧ ❛r❡❛✲❝♦✈❡r❛❣❡
♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡♥❡r❣②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛❡r✐❛❧ r♦❜♦ts ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛✉✲
t♦♥♦♠♦✉s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ❙❝✐✲
❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✶✽✱ ♣♣✳ ✶✹✺✸✕✶✹✻✽✱ ✷✵✷✶✳

❬✽❪ ❙✳ ❆❣❛r✇❛❧ ❛♥❞ ❙✳ ❆❦❡❧❧❛✱ ✏❆r❡❛ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❛♣❛❝✐t②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞
r♦❜♦ts✱✑ ■❊❊❊ ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ▲❡tt❡rs✱ ✈♦❧✳ ✼✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣♣✳ ✸✼✸✹✕✸✼✹✶✱
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